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本 书 是 根据 编著 者 在 北京 师范 大 学 为 天 文系 本 科 生 、 研 究 生 
和 进修 教师 讲授 的 《天 体力 学 》 和 《人 造 天 体 执 道理 论 》 讲 义 改编 
而 成 的 。 它 系统 地 介绍 了 天 体力 学 和 天 文 动力 学 中 的 基本 理论 和 
方法 ; 同时 还 利用 这 些 方法 研究 了 各 种 自然 天 体 和 人 造 天 体 的 运 
39. 

全 书 共 分 九 章 .第 一 章 介绍 各 种 天 体 的 引力 场 位 函数 的 形式 . 
第 二 章 讲述 天 体力 学 和 天 文 动力 学 中 最 基本 的 问题 一 -二 体 问 
题 ， 第 三 章 介绍 利用 现代 观测 手 仆 所 得 到 的 各 种 观测 资料 计算 
天 体 的 初始 轨道 以 及 作 轨 道 改进 的 方法 。 第 四 章 讲述 天 体力 学 中 
最 一 般 的 问题 一 NN 体 问题 。 第 五 章 讲 述 天 体 摄 动 运 动 方程 的 建 
立 以 及 分 析 解 法 概要 ， 作 为 应 用 和 发 展 还 介绍 了 行星 和 月 球 的 运 
动 以 及 天 体 运动 中 的 相对 论 效应 。 第 六 章 介 绍 摄 动 运动 方程 的 各 
-种 数值 解法 。 第 七 、 八 、 九 章 属 于 天 文 动力 学 中 的 基本 问题 ， 第 七 
章 介 绍 人 造 地 球 卫星 在 地 球 引力 、 大 气 阻力 、 太 阳光 压 和 日 、 月 引 
力 等 作用 下 的 运动 轨道 以 及 它 的 位 置 预报 。 第 八 章 讲述 天 体力 学 
”中 常用 的 分 析 解 法 一 正则 变换 理论 和 中 间 轨 道理 论 ， 并 利用 这 
, 些 理 论 来 讨论 人 造 卫星 的 运动 。 第 九 章 介绍 月 球 火箭 和 行星 际 火 
和 在 各 种 摄 动力 的 作用 下 于 地 月 空间 和 行星 际 空间 中 的 运动 轨 
道 .在 编写 过 程 中 ,我 们 注意 到 尽 可 能 地 反映 天 体力 学 和 天 文 动力 
学 近年 来 国内 、 外 最 新 的 研究 成 果 . 
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第 一 章 ХЛ 


天 体 引 力 场 位 函数 是 反 喘 天 体 引 力 场 情况 的 量 ， 利用 它 可 以 
得 到 天 体 在 这 个 引力 场 中 的 运动 情况 。 因 此 天 体 引力 场 位 函数 的 
形式 是 天 体力 学 和 天 文 动力 学 中 一 个 重要 而 又 基本 的 问题 。 本 章 
首先 给 出 位 函数 的 定义 并 介绍 天 体 引 力 场 位 水 数 的 几 种 基本 形 
A; 然后 具体 讨论 地 球 引力 场 ， 盘 和 环 状 天 体 引力 场 位 函数 的 形 
A, 


$1 位 函数 的 定义 


我 们 任 选 一 个 惯性 坐标 系 zyz, 如 图 1-1 所 示 。 质 量 为 э, 的 
质点 Р, 对 空间 中 任 一 质点 P 具 有 引力 。 ЖЕ ВЕ 
和 万 有 引力 定律 ,可 以 得 到 了 在 Р, 的 引 放 作用 下 的 运动 方程 为 

ғ Ста, аз) 


其 中 G 是 万 有 引力 常数 ，A; — r —т, PIRN Р, КИК, ` 





В 1-1 


WRA о 个 质点 Р. Р, ` P., ЕПК m. 
ж, m. 则 了 点 在 这 个 质点 的 引力 作用 下 的 运动 方程 为 


-E ст S үч | (1.2) 
为 了 方便 起 见 ,我 们 可 以 引入 一 个 记号 
Ст 
У-У үе (1.3) 


: | д: у 
采用 哈密 顿 (Hamilton) 算 于 数量 -+ ЮКЕ v( +) 





ә (іу 8 (15. А 
2.(2)- á (д) — д. 利用 (13) 式 ,可 将 C12) 式 
改写 为 
r= çv. (1.4) 
由 《1.3) 式 所 定义 的 了 称 为 这 个 质点 对 Р 点 的 位 函数 ,从 
ал) 式 可 以 看 出 位 函数 对 Р 点 坐标 的 宰 度 就 是 它 的 引力 加 速度 、 
对 于 具有 一 定形 状 和 大 小 的 天 体 。 我 们 可 以 把 它 划 分 为 许多 
小 体 元 ， 每 个 体 元 者 能 视 为 一 个 质点 。 设 任 一 小 体 元 的 质量 是 
ам, GS P AUD B p。 则 由 《1.3) АЗИЯ АНИ 
函数 应 当 是 : 
у о» 


РО 





其 中 р=т—т, rr 分 别 为 已 点 与 体 元 dM 相对 于 坐标 原 
点 (通常 取 天 体 的 质心 为 坐标 原点 ) 的 位 置 矢 ， 体 积分 是 对 整个 天 
体 进行 的 . . 

H (1.3) 式 可 以 看 出 某 质 点 系 对 了 点 的 位 函数 只 与 各 个 质点 
的 质量 和 它们 到 P 点 的 虑 离 有 关 而 与 坐标 系 的 选择 无 关 。 同样 由 
(1.5) 式 可 以 看 出 一 个 天 体 对 P 点 的 位 调 数 只 与 这 个 天 体 的 质量 
和 它 到 P 点 的 距离 以 及 天 体 的 形状 、 内 部 密度 分 布 有 关 , 而 与 坐标 
系 的 选择 无 关 。 如果 我 们 知道 了 某 个 天 体 引 力 场 的 位 函数 ， 则 由 


„а * 





(1.4) 式 可 以 得 出 它 所 产生 的 引力 加 速度 ， ийиши +В 
ВЕЗНА anb Ж. 

根据 理论 力学 知识 有 : 

(0) терен ЖЫ ДИН, 
的 质点 对 该 点 的 位 函数 一 样 ， 因 此 均匀 球 壳 对 其 外 产生 的 引力 场 
可 以 认为 把 球 壳 质 量 党 中 在 球 心 的 质点 所 产生 的 引力 场 ， 

《2) 均匀 正 球体 对 其 外 一 点 的 位 函数 与 把 球体 质量 集中 在 球 
心 的 质点 对 该 点 的 位 函数 一 样 ， 因 此 均匀 正 球 体 对 其 外 产生 的 引 
力 场 可 以 认为 把 球体 质量 集中 在 球 心 的 质点 所 产生 的 引力 场 ， 

(3) 等 密度 面 为 同心 球 晨 的 正 球体 对 其 外 一 点 的 位 函数 与 把 
球体 质量 集中 在 球 心 的 质点 对 该 点 的 位 函数 一 样 。 因 此 这 种 正 球 
体 对 其 外 产生 的 引力 场 可 以 认为 把 球体 质量 集中 在 球 心 的 质点 所 
产生 的 引力 场 . 

(4) 均匀 球 壳 对 其 内 任 一 点 的 位 函数 都 是 常数 ， 因 此 它 对 其 
内 任 一 点 所 产生 的 引力 加 速度 为 零 , 


$2 天 体 引力 场 位 函数 


上 节 已 经 得 到 了 天 体 对 其 外 一 点 的 位 函数 ， 我 们 不 难 证 明 由 
(1.5) 式 所 定义 的 天 体 引力 场 位 水 数 是 满足 拉 普 拉 斯 《Laplace)》 
方程 的 . 

事实 上 根据 《1.5) 式 有 : 





dy 一 вам, (1.6) 
l steak y) = 20G) <-i, нъ 
v (8) У: +р- “кын 故 将 1.6) 式 
LURBIRA RRENA 


vav =y ув = саму (2) -0. 02) 


СЕ 





(1.7) 式 对 天 体内 任何 体 元 都 成 立 . 
# (1.5) Кир, 积分 是 对 整个 天 体 进行 的 ,因此 积分 仅 与 体 元 
的 位 置 ” 有 关 而 与 P 点 的 位 置 f 无关 .但 是 算 符 V 是 对 进行 
, 的 , 它 与 ER. 根据 积分 号 下 求 数 商 的 法 则 可 以 对 易 这 二 种 运 
算 秩序 ,结果 可 得 ; 


vv =v: fff ar - fff vav 一 0. (1.8) 


上 式 说 明天 体 对 其 外 一 点 的 位 函数 了 是 满足 拉 普 拉 斯 方程 的 ， 它 
是 一 个 调和 函数 ， 另 外 ,也 反映 了 天 体 的 引力 场 是 一 种 保守 场 , 它 
МИНЫ. 很 自然 ， 在 这 种 引力 场 中 运动 的 质点 应 当 具 有 了 能 
量 积分 和 动量 短 积分 ， 

由 于 天 体 引力 场 位 函数 是 满足 拉 普 拉 斯 方程 的 ， 因 此 我 们 可 
以 通过 求解 拉 普 拉 斯 方程 得 到 它 的 具体 形式 . 

HARB (E 品名) 。 它 与 直角 坐标 (x, у, r) 的 关系 


为 ç 
x (Б, n Б), УЕ, 5 b), z = zC 5 В), 
我 们 可 得 在 这 空间 中 的 线 元 的 平方 是 : 
de — de + dy! + dz’ = > gudëidëj (1.9) 
йа 
其 中 
рж 98 9х дУ ду, ү. 0= бн. (1.10) 


Әд 95 OE ә ӨБӨ 
它 被 称 为 该 空间 的 度 规 张 量 , 如 果 该 曲面 坐标 系 是 正 交 的 话 , 则 有 
9—0. G= j) 
根据 矢量 分 析 ， 可 以 得 到 在 正 交 曲 面 坐 标 系 中 拉 普 拉 斯 方程 
的 形式 是 : 


уд а (Vz I) 
У ба 2р) о. сл). 


Жор g = gal 一 йиз. 
Е 





在 天 文 上 ,我 们 常用 的 正 交 曲 面 坐 标 系 有 三 种 : ШАЙКА, 
柱 面 坐标 系 和 本 于 坐标 系 .下 面 分 别 求 出 在 这 三 种 曲面 坐标 系 中 ， 
天 体 引力 场 位 函数 的 基体 形式 。 
G) 球面 坐标 系 (r, på). 
这 时 取 š = r, 各 一 四， 一 4， 它们 与 直角 举 标 关系 为 
x = rcospcos1 | 


u 


?一 rcosgsin1 р, (1-12) 


zrsing 


то o 
што r 0 
0 0 r'cos' Фф, 


相应 的 g 一 r+cos*p。 由 《1.11) 式 可 得 球面 坐标 系 中 的 拉 普 拉 斯 
方程 为 


这 时 的 度 规 张 量 为 





LO („дүү 1 Әү ӘУ 
Ч r (. д, ттун 5 ( 9] 
Aa w 
поту бг 0. (1.13) 


(1.13) 式 是 有 三 个 自 变 量 〈r，9p，, л) 的 二 阶 偏 微分 方程 ， 一 般 来 
用 分 离 变 量 法 求解 : 为 此 令 а н 

V(r, р, 2) = R(r)0(9)AG2). (1.14) 
将 它 代 和 人 《1.13) 式 后 ， 可 将 偏 微分 方程 化 为 三 个 二 涯 常 茹 分 方 
程 : + 


s 一 az 十 DR 一 0。 (1.15) 





"68 Е 2, 

— ц? ФР _ — & — Ë = 
(一 起 车 Е 55р 0, (1.16) 
ФА ырл, (117) 


Ни s, K ЖЕ И, в = sinp, Р(и) — @(ç). 


CEE 


TU 式 是 哆 拉 (Euler) 方程 ,其 通 解 为 
в) 一 [l : (118) 


《1.16) 式 是 缔 合 (或 连带 ) 勒 让 德 (Associate Legendre) 58, 
其 解 为 


Olp) = Р sing). (1.19) 
其 中 Piling) 是 以 ing 2931269 л Bt k ii G BLER, 
(1.17) 式 是 简 谐 振动 方程 , 通 解 为 
cos АД! 
20) = [0 (1.20) 


将 (1.18) 一 (1.20) 式 代 入 (1.14) 式 后 ,可 得 在 球面 坐标 系 中 ,天 体 
лаша: 


Ибър) = EE a ал) 


ж уб) тпа N. знана жаа 
жу} Р 通常 天 体 引力 场 位 函数 应 
满足 边界 条 件 : 当 r— oo 时 ，V ~ 0， 故 (1.21) 式 变 为 


cos al 


VEs pD Ра р анд). 


(1.22) 


(2) тн (rsks =). 

这 时 取 & — r, & 一 4， ë 一 *， 它 们 与 直角 坐标 关系 为 
z= rcosi 
y 一 rsin1 | (1.23) 
z= 


таяние тн ӨЗИ: ` 


тоо - 
ото =, 
9° o 1 . 





拉 普 拉 斯 方程 为 
` 1 8 / ay. 1 ӘУ, ду 
паге) s f де е ЧО? 





同样 令 
(ri,z) 一 Rr)A(D)ZCeJ。 (1.25) 
可 将 (1.24) И 
a 
r Aa е) ( г: P)" мы 
4 十 th 一 0 f (1.26) 
Ч 72-0 
ar 
或 者 
1 df dR Ë в\- 
1 4 人 з) (6+5 в) . 
сл „рл 0 Я (1.27) 
ëz 


+ 02 = 0 
dz 


其 中 & 和 都 是 正 整数 
ЖЕ (1.26) 式 中 令 р 一 er， 在 (1.27) 式 中 令 p 一 ior, WE 
可 将 它们 的 第 一 式 化 为 


ФК ү так —Ё\к— 
ле КУ + (1 E)r о. (128) 
(1.28) ЖЖ ЩЖЛК (Вене!) 方程 , 它 的 解 为 
(р) — (ө). (1.29) 


式 中 Ле) 是 以 。 ЖЗ 阶 第 一 类 贝 塞 尔 通 孝 或 简称 为 机 
ЖОЛАК. 若 о ~ ior 时 Јар) 一 lior) 一 (wr)， 这 里 的 
llor) 是 以 wr 为 引 数 的 忒 阶 第 一 类 熙 宗 量 贝 塞 尔 函 数 。 于 是 可 
得 在 柱 面 坐 标 系 中 ,天 体 引力 场 位 话 数 的 形式 为 


ах 


уо лоо. азо 


或 者 
VG.) = пот" ар (130) 
ЕДЕ: Ш z— со 时 ,8 一 0， 这 

时 天 体 引 力 场 位 溯 数 应 为 


VUT, ay r) 一 上 “henf м (132) 


и k 
a) Вх Q, в, >). 
这 时 取 ЕА, Б-р, & — v, 它们 与 直角 坐标 关系 为 
г — че + а)(@ + v) 
(г — 5) (at — с!) 


„м (b! + 24)( фа) + >) зз 
>” Nn | ga 
= _ LEHE + в) (+) | 

| (2 — ea — P) 


Ah a, b, с ВВЕЛО, Ж a> b> с; 1, s Е t. 
范围 为 > — > u> — P> v> — a, 


相应 有 j 
@ а» ш 
ча) 9 ° 
Чи! (и) в) ` 
му Í Ala) ь 
-o Pbi) 
0 0 To 
和 + 
z £= = = YEA — yg) 。 


SAA (и) АС) 
其 中 AG) = (t HAP HAN + А), AC) 和 4) 是 将 


egr 


黄 中 的 自 变 量 4 分 别 改 为 # 和。 
、 这 时 的 拉 普 拉 斯 方程 为 


U- RAKO (Улоу 9) 
+a- 9405 а-я 2) 
+а- юма + (405. =) —%, (134) 


同样 令 

V(à, p, v) = AG)M(Aa)N(x). (1.35) 
3J38 (1.34) 式 化 为 三 个 二 阶 常 微分 方程 
AQ) 4 a (204 d) -inat 02+ 0—0 1 


| 
Уу” А гасом) ио), (136) 


М, AO AN) - (+ + lN 0 i | 


я, с этек (1.36) 式 是 三 个 形式 相似 的 方程 ， 它们 称 为 
ы Сато) 28,80 





AQ) 一 ЕТ(0). ` (1.37) 

式 中 Er) 是 以 + 0510006. 其 中 m — — n, 
Зарба ее. 
e~p 


为 了 方便 起 见 将 EN) 简 记 为 ETU), МИН M= 
ECs), NO) 一 Ee(v)， 只 是 将 5 中 的 2% 相应 改 为 和 vw。 于 是 
可 得 在 栅 球 坐标 系 中 ,天 体 引力 场 位 函数 的 形式 为 

У(2, и, у) 一 Е2(А)Е?(н)Е? (>), (1.38) 

在 自然 界 中 , 绝 大 多 数 天 体 的 形状 都 痿 近 于 正 球 体 , 故 最 常用 
的 位 省 数 形式 是 (1.22) 式 。 但 是 天 体 都 有 训 转 , AAE RARE 
还 比较 大 ,它们 的 形状 更 接近 于 区 球体 ,因此 也 有 采用 位 栈 数 的 形 


` g... 





R (1.38) 540. 例如 苏联 的 杜 波 申 《Jly6oming) ВЕТ 
人 造 卫 旺 在 地 球 引力 场 中 的 运动 自然界 中 也 还 有 些 天 体 或 者 系 
绕 呈 环 状 或 者 盘 状 ， 可 能 采用 位 函数 的 形式 为 (1.32) 式 更 好 些 。 
对 于 不 同 的 研究 对 象 应 当 采 用 不 现 的 位 函数 形式 。 


53 地球 引力 场 位 函数 


ETRS S 中 ,我 们 将 会 证 明 下 而 一 个 定理 : 设 Ky) 和 #0 
在 某 区 域内 和 边界 上 是 解析 的 ,对 于 域内 任 一 点 都 有 关系 式 y = 
十 ably) RX 其中。 是 参 变 量 ,由 是 y 的 已 知 孙 数 , 则 能 将 > 
的 任意 函数 f(y》 展开 为 的 竺 级 数 ， 其 系数 仅 含有 =. REW 
式 为 | 
б | 
= С мый aF) 
FO = Рф) + }) * =. [koa] as 
这 个 定理 称 为 拉 格 朗 日 《Lagrange) ДЕМ, (1.39) 式 称 为 拉 格 有 
най, 
下 面 利用 这 个 定理 得 出 距离 个 数 的 展 式 . 
设 己 点 相对 体 元 的 位 置 矢 p — r — r, TE n — n + "— 
2rreos8, 其 中 9 ЮР АНЕЛ АВК, Ke а, 


cos 一 p, WER o 的 倒数 为 
1 
о 


= а-да уи, (1.40) 
在 (1.39) 式 中 取 9) 一 + (7 一 D, АНУ 一 = 十 全 (太一 


D BATARE y 一 二 (1 一 VI 一 2za +), вы - 
(1 一 2xa 二 oj) Ф Ку) = у, М Ка) =, Фф) 一 
09-1), А (139) 式 可 得 


10+ 





P EE- oa 
将 (1.41) 式 两 边 对 = 求 导 可 得 : 


(1 — 2ra + a)” — х # E [(m— 1)*]. (142) 


ER a" RARE z MELES 项 式 的 微分 形式 罗 巨 格 
(Rodrigues) 公式 





т 


Ж (1.42) A (1.43) МАЛ (1.40) 式 后 可 得 距离 倒数 的 展 式 是 : 


Сб "1. (1.43) 


1 = 1 У} Р.(и)е", (144) 
= 
$ дд’ уу’ zz" 
=”, p= соб = zz УУ T 
Ко, р cos rr 。 


利用 距离 倒数 的 展 式 可 得 地 球 引力 场 位 前 数 。 
将 (1.44) 式 代 人 (1.5) 式 时 有 : 


и) и 


S Сбг“Р.(д) 
уу ER ам 


+ (1.45) 


式 中 体积 分 是 对 整个 地 球 进行 的 , 它 只 与 " 和 有关 而 与 " 无关. 
在 《1.45) 式 中 , 右 映 第 一 项 积分 结果 是 Ga ， 它 是 将 质量 集 
中 于 质心 的 质点 对 Р 点 的 位 函数 ,第 一 项 是 


(төн чм Деми 








我 们 知道 质心 的 位 置 是 : 
p-a, „Шоо, Шен, 





如 果 我 们 取 天 体 的 质心 为 坐标 原点 即 令 § 一 9 一 《一 0， 则 第 二 
JIP. TJ (1.45) 式 变 为 


v=™ + > 人 ear、 Gan 
对 于 地 球 引力 场 ， 我 们 采用 过 曾 坐标 系 。 其 位 函数 形式 应 是 
GIDA. (HF peos9， 它 与 了 的 方向 有 关 , 即 在 球面 从 标 系 中 
З р.а 有 关 , 攻 这 时 PU) 的 形式 应 当 是 Psin p 
sin АА 

或 者 写 为 
Рю) = Ў) (лес + basin UPI абр); (147) 
其 中 系数 ан. Ба ОЗ r 的 方向 有 关 ， 即 它们 是 Z. 7 Rr 

函数 . 


将 (1.47) 式 代入 (1.46) 式 后 可 得 球面 举 标 系 中 地 球 引力 场 位 
函数 的 展 式 是 : 


v= Mji +5 D(L рал) 


mam) 420 
+ Sa sin ha |. (1.48) 
其 中 а, 是 地 球 赤道 平均 半径 ,系数 
Cu 一 [есе у, "(Сам 
1 АСУ, D (1.49) 
Sa = е у, (Там 
在 (1.48) 式 中 ,对 于 А = 0 的 项 РК sing) = Paling), Ж 
令 Coa — K, WADE 


901 (улс 


БУД 


+5 DE РИ ча) (Слов kà + ыжы], (1.50) 


ne 


AP J. 称 为 带 谐 系数 ，C.k 和 S. 称 为 田 谐 系数 ,对 于 = 一 上 的 
又 称 为 扇 谐 系数 。 包含 这 些 系数 的 项 分 别称 为 带 谐 项 ， 田 谐 项 和 
遍 谐 项 , 带 谐 项 与 经 度 无 关 。 这 些 系数 与 地 球 的 形状 ,内 部 密度 分 
布 有 关 ,它们 反观 着 地 球 引力 场 的 性 质 - 
由 于 引力 场 位 函数 与 坐标 系 的 选择 无 关 ， 如 果 我 们 选择 赤道 
面 为 基本 平面 ,格林 尼 治 天 文 台 《地理 经 度 起 算 点 ) 为 * 轴 ,这 时 
r, p 和 4 表示 P 点 的 地 心 距离 ,纬度 和 地 理 经 度 ， 
ЖЕ (1.50) 式 的 推算 过 程 中 , 对 它 的 形状 和 密度 分 布 未 作 任何 
假定 ,因此 该 式 也 适用 于 其 它 行星 和 卫星 之 类 的 天 体 . 
上 面 得 到 的 (1.50) 式 是 地 球 引力 场 位 水 数 的 一 般 形 式 . 但 在 
讨论 一 些 具体 问题 时 ， 为 了 方便 起 见 我 们 常常 采用 下 面 二 种 简化 
模型 . 

O) 地 球 引 力 场 位 函数 是 以 自转 轴 为 旋转 对 称 的 。 

这 时 VV 与 4 无 关 , #& (1.50) 式 变 为 











v- Е 2 _ >“) Pal sin +). (1.51) 


对 于 为 偶数 的 称 为 个 阶 带 谐 系数 ， 对 于 » АННО J. 称 为 
奇 阶 带 谐 系数 。 利用 勤 让 德 多 项 式 具有 性 质 : Ри) = 
《一 DB CA)， 可 以 得 到 在 = 为 偶数 时 欲 将 由 变 为 — $ B) V 保持 
不 变 。 因 此 侦 阶 带 谐 系 数 是 反映 地 球 引 力 场 南 北 对 称 性 。 相 反 咨 
阶 带 谐 系数 是 反映 地 球 引力 场 南 北 不 对 称 性 的 程度 。 

《2) 地 球 是 一 个 三 轴 椭 球体 ， 

假定 地 球 引力 场 位 函数 相对 于 纬度 加 是 对 称 的 ， 利 用 缔 合 
勒 让 德 函数 具有 性质 :性 ( 一 A) = (ПАРК и), ЗПИФ 
于 "为 奇数 的 J. 一 0， 对 于 n— k HERI C. = s. — 0. 
这 样 有 h= J — Ca == S. = 0. Ж (1.50) дн, Rf ЛЯ 
Cas Sa 及 其 以 后 项 所 得 到 的 主要 项 是 





v= | (6 ча) —{®) лаа Ф) 


. 





РЕ (ув šng)(Cucos22 + Sasin 2]. (1.52) 
А . 
#4 C, 一 Acos2L., 5, 一 Asin 2%, RE 
я/с», = ба, (153) 
2“ Ca 
这 时 《1.52) 式 可 以 写 为 


v= EM |1 (HEY hPa sing) — (EY IPA sing) 


+ (6л sng)eos2,]. 


或 者 
v= i-e] iwo- 1) 
-(®) /sine — 13 Е 2) 
+ (EE) 4 соё ронд. (154) 
其 中 心 一 一。 


_ 由 (1.54) 式 可 以 看 出 将 2, 变 为 一 4， 和 一 时,，V 值 保 
持 不 变 。 因 此 x 和 т + 是 二 个 对 称 面 的 经 度 ， 如 果 地 球 是 一 


个 三 轴 攀 球体 的 话 ， 则 它们 分 别 是 地 球 赤道 面 上 的 长 轴 和 短 轴 的 
ЖЕ. 是 从 长 轴 起 算 的 P 点 的 经 度 ， 如 图 1-2 ИЖ. 


ка 
图 1-2 


(1.54) 式 是 以 赤道 面 ， 另 外 二 个 对 称 而 这 三 企 相互 垂直 的 平 
м, 





ияк. ИИ mika ЛЕНИН 
шн = ииненин 


m F е ДИА К 

£ УЕ A + 5 1. (1.55) 
Hh a, b, с 分 别 是 地 球 赤道 半 长 径 、 半 短 径 和 极 半径 ， 有 三 
< o。 它 们 与 地 球 的 三 率 a 和 赤道 的 椭 率 8 之 间 关 系 为 


Pe A (1.56) 
в а 


аже ИЕНА, ПНА Л. J. ЯГ 
Съ, Sn AR. 
在 以 地 心 为 原点 ， 赤 道 面 为 基本 平面 ， 长 轴 为 * 轴 的 坐标 系 
中 ,地 球 表面 上 任意 一 点 的 位 置 是 : 
x= +созрсоз1,‚ y 一 cosgsin2 r = 7 sing。 


它们 应 当 满 足 方程 (1.55), A: 
r? соз? p созї, $ т? cos ф sin? 2, + r'in o = 
ra P с Е 
成 者 是 


"+ = Pp cos! ф sin? 2, + rep = @.(157) 





从 大 地 测 最 知道 a — 3 х 102, 8 — 3 x 10°, WA a~ 


107—109, 南 (1456) 式 可 得 “И 38 +000), 
e> 


p 
-一 = 20 + Зад + Ol), ЖАИА 57) Ж: 


с 
PC + 20 віп? ф + 302 sin? g + 28 cos p sin! 2,) 
+ 0(02, В) — 2, 
或 者 是 
二 = 1-41+2 = еже 
— В cos ф sin? 1, + Ola’, 8), (1.58) 


ise 





将 (1.58) 式 代 入 《1.54) 式 后 可 得 地 球 表面 任 一 点 的 位 函数 为 
и-и [ita +20) ар iddao 


十 ycos фзіш?а, 一 ГЕ = та + Зозіп? р) 


15 


— J, (35 даф — 15 in +3) 
IZ siate + io s) 


十 34 cos peos2%,] (1.59) 


通常 认为 地 球 表 面 是 一 个 大 地 水 准 面 。 如 果 把 地 球 看 作为 一 
个 密度 均匀 的 流体 , 则 由 流体 力学 可 得 它 处 于 自转 平衡 时 ,其 表面 
的 方程 是 


V + roos p = const, (1.60) 


式 中 w 是 地 球 自转 角速度 。 

由 于 地 球 表面 上 任 一 点 都 应 处 于 自转 乎 衡 状 态 ， 这 意味 着 对 
于 任意 的 4 和 4,,《1.60) 式 都 要 成 立 。 我 们 将 (1.58) M (1.59) 式 
代入 (1.60) 式 , НН sinp sin'p (或 cos2p, cos4p) 和 
совр cos24。 前 系数 可 得 : 


(+ Že la 


4 
= 0+2) - 5-0 
(11) 
La? ра 35р, + lemo 
2 2 s 
一 上 十 34 一 0 


wa | үз. н 
其 中 мс 一 34614 x 10 онн 


„1+ 


— 


z 
7 


- -4 “+ + la + Ol, #) 


4 -£+ ote, P) 


(1.62) 
相反 可 得 . 


3 9 ЕЈ 1 11 
= 3р9 в 3+ 41—11 
Set te 





+34-+ OU, A) е) 


в — 64 + ОСОЛ, £) 
我 们 利用 测定 的 Л, Са 和 Sn 可 由 (1.53) 和 (1.63) 式 算出 
地 球 椭 率 <， 赤道 椭 率 8 和 地 球 志 道 长 轴 的 地 理 经 度 kx。 利用 人 


Р ç „=й -s 
造 卫 星 所 测 得 的 = 358,258 8 约 在 10 数量 级 ,各 人 差异 
RK, 


5 4 位 函数 系数 的 测定 和 归 一 化 


地 球 引力 场 位 函数 的 系数 Ja Ca 和 S. 的 大 小 是 反映 着 
地 球 的 形状 和 内 部 密度 分 布 情况 ,因此 测定 这 些 系数 的 数值 是 研 
宽 地 球 引 力 场 的 一 个 重要 工作 。 地 球 引 力 场 位 函数 的 系数 最 初 是 
通过 她 面 实测 重力 资料 来 确定 的 。 例如 时 在 1952 АКИ 
洛 维 奇 (站 oaronoanr) 就 公布 了 从 2 阶 到 4 阶 的 系数 值 ，1962 年 
芬兰 的 乌 泰 拉 〔《Uotila) 也 测 得 了 这 些 系数 但 相差 较 大 . 后 来 人 
造 卫 星 发 射 后 ， 根 据 卫 星 执 道 变化 情况 也 能 测定 这 些 系数 ， 我 们 
利用 多 颗 各 种 不 局 轨道 的 卫星 可 以 测定 更 高 阶 和 级 ( 即 二 和 刀 的 


‚и. 





系数 ,数值 也 更 加 准确 。1962 БВУ (Uzak) ИЕТ 
2 阶 到 9 阶 的 系数 值 ，1966 年 美国 的 库 拉 (Kaula) 测定 到 12 阶 
12 级 的 系数 值 。 1968 年 美国 的 雷 普 〈Rapp) 测定 到 14 阶 14 级 
的 系数 值 。 另 外 ， 日本 的 二 在 由 秀 (Kozai)， 美 国 的 加 波斯 奇 金 
(Gaposchkin) 和 莱 伯 克 (Lambeck) 等 也 多 次 利用 史 密 松 天 体 物 
理 台 (S. A. O) 所 属 的 卫星 观测 站 的 照相 资料 、 激 光 资 料 和 库 拉 
所 得 的 实测 重力 场 资料 测 得 这 些 系数 . 

Ж (1.50) Ah, ЖЕШ Pt( sin р) 对 于 不 同 的 ”和 和 数值 可 
以 相差 很 大 , 由 此 算出 的 „ЯП Sa 相差 也 会 很 大 ,处 理 起 来 很 不 
方便 、 为 此 我 们 要 对 系数 作 归 一 化 或 称 正规 化 (Normalization) 
йа, 令 


Ca А буш, 
(есе -fi jco. (1.64) 
空间 中 面 元 da 一 сов фафй, 对 整个 空间 积分 结果 为 tr, 
因此 我 们 要 求 


(mw рса аи — Ана, (145) 


вал ШШЕ EXETER: 
|с ө h ds 


sink 


Jaa [a 
2 ү | cos? kà 

e 1а 
一 „| мова» 


= 2х(» +k)! 
(2a + 1)(s — Di 


jafi рса) она 
4 . 


5... (1.66) 


#$ Ра р) 一 а A paing) 时 (1.65) 式 


就 满足 ,我 们 称 它 为 归 一 化 了 。 将 它们 代 人 (1.51) 式 后 可 得 妇 一 


+ _ s 
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l бот) тэ пй 了"D ЖЕНЫ 5-1 


е, 





化 后 的 田 谐 系数 是 : 


i ӨЖӨР" 
са Ja + Dn Dl Y 


$ F GEDI у, 
„= 20а + DG 015 Ge 


同样 利用 勒 让 德 多 项 式 的 正 交 性 


| одр одан ~ — оны 


ия 
|| P.C Яа ф)Р„( sin p)do 


-f af, P,( sin g)P,,( sin p) созфаф 
- | 3 w, 
2а+1 "" 
于 是 有 ЁР.(чаф) 一 V2n 十 1 P.( sinp)， 故 得 归 一 化 后 的 带 谐 
系数 是 : 


j.- 











Ая вы 1.3... (1.68) 


2° +1 2n+1 
值得 推出 的 是 各 人 采用 的 归 一 化 方式 不 同 。 他 们 记 推 算 的 J 
КЕЕ 的 数 信也 不 一 祥 ， 在 作 比 较 时 需要 注意 。 在 实际 使 用 
中 ,往往 田 谐 系数 是 经 过 归 一 化 的 而 带 谐 系 数 是 未 经 归 一 化 的 . 
表 1-1、1-2 和 1-3 列 出 了 加 波斯 奇 金 等 在 .1973 年 所 得 史 密 
松 研究 所 标准 地 球 СШ) 所 载 一 组 带 谐 系 籽 和 田 谐 系 数 的 值 。 


$5 ЖАК ПН 
由 $2 ТВЕН Л ИРЕН ЗК КОШ ЕЖЕЛЕР ҤЕ Ч 


з 


形状 的 天 体 ， 只 要 这 个 天 体 的 引力 场 是 一 个 保守 场 即 可 。 对 于 闪 
星 、 卫 显 等 搂 近 于 正 球体 的 天 体 ,我们 可 以 采用 形式 如 (1.50) 式 的 
位 函数 形式 .但 对 于 一 些 盘 状 或 者 环 状 的 天 体 和 系统 再 采用 这 种 
形式 势必 会 由 于 级 数 收 仇 太 蔓 
不 便 计 算 或 者 实际 上 根本 无 法 
计算 。 本 节 针 对 着 盘 状 或 者 环 
状 的 天 体 和 系统 给 出 一 种 封闭 
型 的 位 函数 形式 。 

1.PP 点 在 弄 面 上 的 投影 PP 
ERRAN r<a 时 的 情形 

设 一 个 密度 均匀 的 无 限 薄 
圆 盘 ,其 面 密度 为 ,半径 为 *。 
对 于 盘 状 天 体 显然 可 以 采用 柱 
面 坐标 系 ， 在 以 盘 心 为 原点 ， 
盘面 为 基本 平面 的 坐标 系 中 , 盘 外 一 点 P 的 位 置 是 《r，,2, к), 
面 上 的 面 元 质量 dM 一 cpdodg。 根 据 位 函数 的 定义 和 对 称 原理 ， 
чевах P 点 的 位 函数 为 








图 1-3 











“» „д 
V(r,z) —2Сс| 40 > (1.69 
кее — ° 
其 中 (0) 是 盘 的 边缘 ,由 图 1-3 可 得 ; 
PO) = reos + Ма — п sin: 0 , (1.70) 
ш}, es УР - V2@) + al, 


“利用 (1.70) 式 可 将 (1.69) 式 写 成 为 
лини = - 
ИС, =) = ве] "У (ев у — B sis + xd 





—=tzl |. ал) 
FERES j 
Ф roost + Ма п ағ — (0), — GL72) 


sne. 


由 图 1-3 可 得 2 — H r — 25000 或 者 是 : 


в . (1.73) 


cos0 一 
由 (1.73) 式 有 — 2r sin 049 = 1 (P — r+ ads, ЖП 


2r sin == // 4 — (2тсозб)? 
- туҥ" ея» 


- фун? Zer, 


可 得 。 
в об d, (174) 
капа — (8 — n a) 
由 (1.72) 式 可 以 得 知 积分 限 由 6: 0— = Ж а + r — a — r, 
这 时 (1.71) 式 化 为 


С er ети) g 
V(r,z) ве" ЕЕ ТЕЛ ЗА =]. 





(1.75) 
再 作 变 量变 换 
27а сов (2$) = Ë — P — д, (1.76) 
в (1.76) 式 可 得 : 
EdE 一 一 2rasin (2ф)йф, (1.77) 


由 于 со2ф — 1 — 2 sint $, МОЛВА 
Ë — r? + д + 2racos (2ф) = (r + а)! — 4rasin:p. (1.78) 
利用 (1.76) Яп (1.77) 式 可 得 : 


(Ë — 1+ а?) 二 二 位 二 а — аф 
мапа — (8 п ту ( g ж. 





(1.79) 
在 (1.76) 式 的 变量 变换 下 , 积分 限 由 5: а —r—a+ r 变 


23» 


为 由: > 0. ж (1.78) Яп (1.79) 式 代入 (1.75) 式 后 可 得 : 


Ver, z) 一 2co|fi Мат — 4ra sini + Z do 





Е ЗМС а) ата їп 地 十 如 
+69 res do 1], 


(1.80) 
+ 


4ra Ara 
fa p em "u <1, (1.81 
| {ЖР < (r+ а) азр 


e=? _ = 避 
由 于 т РЕ #& (1.80) 式 又 可 写 为 


Vo) = oi (| авар 


s=" Ë 1 Esing ETS g) ыл], 

















эр esine 
(1.82) 
利用 恒等式 
VI- Rsinp _ 1 (+ nok ), 
1 msn р бань шетт 
可 将 (1.82) 式 化 为 
И, 1) = 2G0 [/С+ ¿+ #Е(® 
Js == КАЙ Еу + РК) 
+ ЛК Уб 
х и. (183) 


其 中 


‚= 24 ® 


к= ы чём» сорты 


Vi 
a ЕФ) = ДЕД балар > |, as 
по) = Í: sz 


19 (1 — m itp) l — k sint $ 
它们 分 别 为 第 一 类 ,第 二 类 和 第 三 类 完全 椭 贺 积分、 


FE (жау тв в 
由 (1.81) 式 有 ян сауа" 


将 它们 代入 (1.88) НАЗИ Р 点 的 位 函数 为 
VC, в) 26 |VG+ + ë EQ 

g = 2-2 О 

+76 ая 


=. п) — 1.85 
+S (00) Izt]. < › 


а НР ЖЕНЕ E (1.85) 式 中 令 = — 三 则 得 这 时 的 位 函数 
为 





кю 


ку, 0) = 262 (а + EC + (а — ЭКО, ` (1.86) 
有 时 我 们 也 可 将 第 一 类 完全 精 图 积分 ко) 和 第 二 类 完全 梯 
ШВ ECO НАК 


KCK) ЕТ, 1,1, 


-{+2 "ОШ к} 


. (1.87) 
‚жю-®(—4,1,1,ю) | 1 


- Узе is: б» ри ры 


2 =з 2т —1 2"т\ 


式 中 (а, 6, с, D 是 起 几何 级 数 ，(2m — ПИ 二 





6585. 





2. P 点 在 盘面 上 的 投影 Р 在 盘 外 即 r> a 时 的 情形 
由 图 1-4 可 得 这 时 贺 盘 对 P 点 的 位 小 数 为 


; Vesz) = 260 |“ a |” Z (1.88) 





е, I 图 1+ 
其 中 в. вл (=), 600) 和 000) ERRARE a <a < 
оь m — – a 由 图 1-4 可 以 看 出 
А0) = ras — М ааб 
(в) = rcos6 + V — Рыб 
(1.88) 式 对 ар 积分 后 是 | 
усунун ве” Waita — МА + я). (1.90) 
REFERER 
£ = p0) reo + V — тиб. (1.91) 


其 中 正 号 相应 于 e, 负 号 相应 于 m。 同样 有 
а 
2% ° 





| Са 


6050 = 
я 


+ 


ж > 


_ dð = 三 ee 人 
Йе ТЕСР ТУЙ : 
УРРА 
2ғасов(2ф) — P — п а, 
这 时 积分 限 由 0: 0 一 6 变 为 в r+ ео ОТА), + 一 


п (对 于 m) 再 变 为 Ф: 0 一 各 (对 于 а), ТУФ (对 
то. m+ (и Ма М as — [фа — 


{ра = ка, йиз (1.90) 式 类 似 从 CL7D H (1.5) 
式 可 得 这 时 圆 盘 对 Р 点 的 位 函数 为 
Vlr, z) = 260 [Уб+ aF + е ECK) 
er 
+ ————— К(Ю 
VG+ay+ 2 
+E 一 no， (э? 
atr /G+aY + P =b] 4 
Hpk, nR KCA), EC), BOP, k) 的 定义 仍 为 (1.81) 和 (1.84》 
=. 
ЖР АЛЕКЕ Е, ОХ (1.865. 
З. 环 状 天 体 引力 场 位 函数 
圆 环 可 以 看 作为 二 个 同心 圆 盘 之 差 。 我 们 假设 圆 环 的 内 径 和 
外 径 分 别 为 Яп 5, 利用 (1.85) #1 (1.92) 式 可 以 得 到 环 状 天 体 对 
点 的 位 函数 是 
Ру) (уау Уб аа) 
(Шу < a B r > b hf) 
Vrs a) = V(r, z, 6) — V(r, z, a) — 2=бе|=1 
(2 <r < >B) | 
其 中 РС, z, в) 为 (1.92) 式 , V(r,z,b) 是 将 (1.92) 式 中 的 a 
政 为 6 ОНА А е rh a рр Ьу, 





„ (1.93) 


0 


令 5 ва. ?37 购 第 -一式 通过 化 简 不 这 得 出 一 个 线 环 对 
Р 点 的 位 函数 是 
2GM K(k ‚оро 
VD = на и, 90) 


КТЕЛЛЛТГ УГ Г ДТ КС 
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第 二 章 二 体 问题 


二 体 问 题 是 天 体力 学 中 唯一 能 得 到 完全 解 的 一 个 动力 系统 。 
二 体 向 是 往往 是 多 体 问 题 和 天 体 复杂 运动 的 一 阶 近 似 ， 它 是 研 
究 天 休 渗 动 的 一 个 基础, 故 是 天 体力 学 中 个 盯 本 问题, 





1 运动 方程 i 


设 有 两 个 天 体 P MP 它们 的 质量 分 别 是 M 和 mw, 根据 (1.17 
式 在 相互 的 引力 作用 之 下 3 它们 在 猎 狂 系 的 运动 方程 是 ; 
ME тя ча 
А GMm | ол) 
тт, =- я r 





这 里 r — r, 一 、 如 将 原点 选择 在 质心 0, 如 图 2-1, ЖДТ 


г, 
а | —— 


的 定义 有 Mr, + тт, = 0, + т, ==, ДЕО 
бт т 
м + т)! +} 
GM? т ш 
7 м + т} 
с. 2) 式 是 两 组 相互 独立 的 二 阶 常 微分 方程 ,每 一 组 有 三 
分 方程 组 成 ,其 完全 解 应 有 六 个 独立 积分 : ЕХ 
根 蕴 (2.2)。 生 相对 已 的 运动 方程 是 : 


(2.2) 


„= 








sm S(M + m)r (23) 
(2.3) 式 也 是 三 个 二 阶 常 微分 方程 。 可 见 对 于 二 体 问题 ,无 论 是 相 
对 质心 的 运动 (外 性 系 ) 还 是 相对 运动 RER), 其 运动 方程 都 
是 六 阶 的 ,可 列 成 如 下 的 统一 形式 : 


pan E (2.4) 
若是 相对 运动 “一 CCM + т); 若是 相对 质心 的 运动 и = 


_ Gd (成 Sm НЕА 
у (8 и"). со 式 的 完全 解 应 该 有 六 个 独 


立 积分 。 | 


r 


52 :运动 方程 的 积分 
1 BRR СНЕ) 


”将 (2.4) RTR > 得: 
вхо 
积分 得 : куйй; G) 


天 是 积分 常数 ， 显 然 它 在 数值 上 是 质量 为 一 个 单位 的 质点 的 动量 
甜 , 故 (2.5) 式 是 二 体 问题 的 动量 甜 守恒 定律 ЖЮ A, B,C 表示 
大 的 三 个 分 量 , 即 
h= Ai + Bj+ СЕ, (2.6) 
Ж 表示 天 体 的 速度 则 由 (2.5) 得 : s 
rosina =h 


ву 这 里 а( <я) 是 7 与 v 之 夹 角 ， 


„; PERZI. RD vina 是 在 
” 横向 方向 (垂直 向 径 方向 ) 的 分 量 
ШШ vsina = +6 故 (2.5 式 也 可 
= ад =F“ 


图 2-2 я ， Pomh (27) 


而 ró 是 向 各 > 扫 过 的 面积 速度 ,因而 (2.5) 式 也 有 面积 积分 之 
称 . 

由 《2.5) 8: р ` 

r. h=0, t ` (28) 
或 
Ах + Ву + С = 0, 

〈2.8) 式 是 一 个 过 原点 而 委 直 于 天 的 平面 方程 ,这 个 平面 称 为 轨道 
平面 .下 的 方向 表示 轨道 面 的 法 向 。 

.了 工 拉 普 拉 斯 (Laplace) 积分 ,轨道 曲线 

ВОН ХЕ А 


вх хис (хоу хер 
r r 
š P 
~ [a (> r) 
Ж 


“ -ler -„ (>), 


积分 得 : 


h xom HE — pe, {29) 


为 积分 常数 ,有 些 书 上 记 一 me = F, ПН: 
hxo=— Ж + Е, {23 
《2.9) 式 (或 《2.9)) 称 作为 拉 普 拉 斯 积分 , 严 称 作 拉 普 拉 斯 积分 常 
数 ，.(2.9) 式 左 端的 向 量 А x mp .与 轨道 共 面 ,所 以 e GR F ) ЧЕ 
轨道 面 上 .将 (2.9) 两 端点 乘 7 得 : 
Pr -ee 十 r) 一 roX 丙 ) 一 六 X 了 -真一 天 

ж ч 

пее, (2.10) 


在 轨道 平面 上 人鱼 取 ol 代表 一 极 轴 , 设 向 量 。 与 :ol 237620 
+, 





ç АР . Я 23 Е 
элче 23829, тз езй 112-3, I= A o 
“riemrecosf, ^^ (211) 
将 (211 代入 《2.10) 得 : CE 
і ЕА ` p, - и “ 
1 + ecos (9 — w) И 
BL p= Pla, МЕЖ | 


P 
а .- 2.12 
OTF eof (12) 


由 解析 几何 知识 知 (2.12) ЧИТЕН а 77 #8, hikin ИГИН 
ЭНЕН. БҮР ЖИН e Ийе 是 轨道 的 信心 
АНОР CSEKE a 和 偏心 率 。 的 关系 是 : 
p= alt e’) ` -< (2.135 
由 人 212) 式 可 知 , 当 f = 0 时 ，r — a(1 一 ?), 这 是 轨道 上 距 原点 
(焦点 ) 最 近 的 一 点 称 为 近 星 点 (或 近日 点 ) ,这 时 r 与 e 方 向 一 致 ， 
бето, о лога дБ. (2.12) 式 检 好 是 开 
8) СКеріег) 第 一 定律 的 数学 表示 ,并 将 原 定律 加 以 推 *, 因 为 
回 锥 曲线 可 以 是 椭 贺 , 搜 物 线 、 双 曲线 ， 在 极限 情况 下 甚至 是 直线 ， 
圆锥 曲线 的 形状 出 参数 。 和 a 确定 : 














HE 0<e<1, ар 0, 
й A eski .. 4. 
抛物 线 e=, a — o, 
Н Са Q Ah 


3. 活力 积分 (能 量 守恒 ) ер АД 
- ЖОСА) 式 两 端点 条 е, 





积分 得 : k T a Se 
1 = А9377 £ 
т” +C. = _ 2. ap 


r 


显然 这 是 能 量 积分 ， 为 了 确定 积分 常数 C, н манаа нуе 
殊 点 一 一 近 星 点 ， 这 时 r= a(l — e), v = rO, ii e 


Clr- Ё. 5 
2 г 


将 (2.7) 代入 上 式 得 : 





ПИ Е уки о" 
==, (215) 


OIDA (2.14) 得 ; 
"= „(2 一 1). (2.16) 
(2.16) 称 为 活力 积分 , 即 能 量 积 分 。 


二 体 问题 的 总 能 量 Е — mC 一 гб. 对 于 补 贺 轨道 «> 


0, Е <0, 对 于 抛物 线 轨道 因为 a 一 co， 故 E = 0, 说 明 
动能 与 位 能 相等 。 对 于 双 曲 线 轨道 a。<0, 故 E> 0. 

通 当 入 们 用 轨道 根 数 来 表述 天 体 的 位 置 , 常 用 的 轨道 根 数 是 : 
轨道 平面 的 倾角 i， 轨 道 升 交点 角 距 0。 这 是 两 个 确定 轨道 平面 
在 空间 位 置 的 参数 ， 另 外 ， 雪 道 半 长 径 * MADR :确定 了 轨道 
的 大 小 和 形状 。 а аа. о, 3— 
个 轨道 根 数 是 过 近 星 点 了 时刻 rz o 

从 前 一 书 的 讨论 中 ,我 们 可 以 看 出 动 最 钴 你 数 А k. (4, ‚В, су 


* 33 ° 





НЕЕ ВЕНЕ ЕНН У. - 
2 ЖЕЮ (2-4)! o-zyz 5 — 
ERUR, o 为 主星 体 的 位 置 。 xy 
平面 作为 参考 平面 、 轨 道 平 面 与 它 
交 于 N ,轨道 平面 对 zy 平面 的 倾角 
了 为 如 zxzN 一 0, 则 及 的 三 个 分 量 是 : 

v 4 一 icoacr | 
BheosCy | U 17) 
C = kcos СЕ 


ЖАШ = JBS Яле tii: 


соз Сх = sin О sin! 


Ë 2+ 


сов Су == — cos Q зіп: (2.18) 





| cos Сг 一 сон 
《2.18) 式 代入 (2.17) 式 得 : 
| A = hsin Qsini 
B = —¿cosQ eni | (2.49), 
С = hoosi 


а | . (220) 


53 开 普 勒 方程 及 其 解法 


前 一 节 我 们 已 经 得 到 了 二 体 问题 的 五 个 独立 积分 ， 开 普 勘 方 
程 是 二 体 问 题 的 另 一 个 独立 积分 ， 它 表示 于 天 体 在 轨道 十 的 位 置 
与 时 间 的 关系 ,由 于 椭 敬 、 有 曲 双 线 和 搜 物 线 三 种 运动 的 开 普 萄 方程 
形式 不 同 ,下 面 分 别 推 导 。 


мч. 


1. Мише 
жзне riu Е БЕЛЕНЕР ЖАТАН, m 
о try + „00, ##2 = P+ nË, 则 : 


А я-а, 
利用 (2.7) 和 (2.16) 式 得 : Е 
*-«(®-1)-*. (221) 


而 P — „р, STRA  — EVITA 故 有 ; 
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这 里 =, ТАЛЕН Ж, я ҮТҮ 


(2.22) Евг, ЕЕК 
立方 与 周期 平方 之 比 与 主星 体 的 质量 以 及 天 体 本 身 的 质量 有 关 
即 : 
2 _ С(М+ту f 
т^ 2 Н сш 
(2.22》 (或 (2.22)) EP RAIA WpS =E. 
将 《2.22) АКЛ (2.21) 得 : 


v жиа (ату, 


即 : 
rdr 
NE 
SAMDE Е, 使 满足 i 
rm a(l — ecos E), o (224) 
利用 (2.24) # E W r W (2.23) 变 成 : 
《1 — ecos ЕЩЕ, — ndi, , 


= sd, (2.23) 


积分 得 ; 
rp: 





Е.Е = n@— = -м. = $2.25) 
Тобу р АКы АЫ 
Е—0, Шш (2.24) 得 "一 Q 一 Ó, фт EREEREER ЛИМ 
Я. M —sG т) ATRA, E POS ЫЫ, W 212) 与 


кз ин 结合 可 得 f ASE 的 关系 是 : 
L= I+ e ` 
КЕ 1 ты r (2.26) 


+з. O s О - 
2. аи. 
Зл ОБ ЗУ AX а 0, ЖА а= — a> 0, МН 
(2.21) 式 得 : 


UA mE а ry — del, 
сна ЖИР СНХ 





а 1 ИЕ СЕ, (257) 
GED deiat Yay 
引入 辅助 量 下， 使 满足 : 
явь Е — 1), (2.28) 

ЖЕНЖ,, (2. 27) ARY 








(ech F -Dar = 1 J 4, 
а Ха 


45-1 fE, эй Ель 





eShF — F = v(i — r); ` i (2:29) 
其 中 为 积分 常数 ， казана дїї. (229) 式 便 是 双 
有 曲 运动 的 开 普 勒 方程 。 “ тск 
з. 抛物 线 运动 的 开 普 新 方 各 


对 于 撼 物 线 运 动 ，* 一 1， 故 轨道 方程 (2.12) TRR 


Е 








че + 《2.30) 


其 中 4 二 二， suwawanman сов. # (2.30) RRA 
(2.7), W: ў 
rat- T, > 


d: я р. 

9 sec 2 
人 
о р Afega /lad ` 








wf ж-ы = d£: Cite, азу 


G зу 式 是 抛物 线 运 Аа кожи ? юун 
№." 





ао А 
FEDDE (2.25) ТИ, ВЕЕ. ЕН 
论 它 的 解法 以 前 ， вание Соо инь ниво. 
将 "(2.25) 式 写成 : © 
F(E) = E — esinE — М = 0. (2.32) 
СА 
ы ` < M < (А+ Пя, Pa 
RAEE [ke Q Г 28 F(E 一 0 ЕН 
Ш (2.42) о... peo ы АЁ 
FQ) чим <0, А 
F(G& + 1)я) = (А+ Dx М0; 


фт ФЕ Ср „кь, 
ЧЕ 4 о 








2-5 


ЖЕ ЕСЕ) 在 (4, (k+ Dz] 之 内 连续 且 单 调 递增 ， 从 而 
КЕ) 与 互 轴 有 且 仅 有 一 交点 图 (2-5), 设 该 点 的 值 为 E., E. BD 
№ F(E) — 0 的 唯一 解 | 

由 方程 的 近似 解法 可 知 , 欲 解 方程 f(x) 一 0， 而 该 方程 又 可 
写成 .x o 的 形式 ;并 且 在 fa, 5] 之 内 有 | 各 | < 1， 则 可 
HAERERE n= plr), z. = plna) ts te = Plom), з, 


mo ni, z, 收 化 ,并 且 当 п оо 时 z 便 是 方程 的 解 。 显 然 方 
程 (2.25) 注 足 这 些 条 件 , 故 解 (2.25) 的 先 代 公式 是 : 
E, =M + e sin Е, 
‚ Еу M + ein B, y% = 
Е, М + еб E, x: ERE e 


E, = -м я ‚ейп В. 
CIDRE E. M ИА RLB A (2.33) Яй 
Я, 180, (2.33) 式 先 代 到 向 时 为 止 ? 这 可 根据 需要 购 


精度 而 定 , 一 般 说 事先 给 一 精度 要 求 8, 当 |E, — E. £= № 
可 终止 迭代 。 候 如 偏心 率 。 较 大 ,用 (2:33) 式 选 代 收 敛 较 馒 , 册 可 
用 和 牛 畅 选 代 法 (微分 改正 法 )。 : у 

WE 160) 一 0， 人 在 х= 点 将 1%) ваня, 并 只 取 
G 一 аа) КЕМ, 则 ; 


E E 





JG) — IGO + Рад а) a 7 
s= ъ— К (2.34) 


以 (2.34) 式 为 选 代 公式 BABEL, ЖШ зо, 具体 应 用 于 解 《2.25)， 
HARARE: 
E, — E, — Бе —ейпЕ М . 
1 — e cos Es 
E, =E — P eini M | 
1 — ecos E, A (2.35) 


E. E Е. esinE, a — М 
”— те, ; 
РА ТРИИ. 实际 上 无 论 采 用 那 种 方法 都 
能 很 快 得 到 结果 ， 


$4 天 体 的 位 置 计算 


精确 计算 一 个 天 体 的 空间 位 置 应 该 周密 地 考虑 各 种 摄 动因 
Ж. 这 一 工作 是 天 体力 学 理论 的 一 个 实际 应 用 ， 也 可 以 独立 地 作 
为 天 体力 学 的 一 个 分 支 ， 通常 称 为 历 书 天 文学 .本 节 仅 以 二 体 癌 
题 为 力学 模型 ， 介 绍 天 体位 置 计算 的 一 些 基本 公式 .根据 一 般 工 
作 的 需要 ,下 面 介绍 在 轨道 举 标 系 、 黄 道 坐 慰 系 和 赤道 坐标 系 中 天 
体位 置 的 计算 公式 。 `. 

1. 98 СУВНИ 

设 о-ы 是 一 轨道 坐标 系 , 原点 o 为 主星 体位 置 , и PEM 
ЭШ, £ 轴 指 向 近日 ( 星 ) 点 、 基 一 天 体 P( 如 行星 ) 的 位 置 r, 在 
该 坐标 系 里 的 三 个 分 最 显然 是 : 
‘Em rcos f 
n = r sn $ |. 


{-- 


НИНЕ АЙ! ESLAR š DAR ВИН: - 
р эл Е reosi 
= (соз Е — e) 
` n кушй 
Z= i= abs: 
T 
或 
r = a(ces E — e)P 
+ вл е sin EQ, 
| р | (2.37) 
P Q 代 表 在 轨道 面 上 #=0 和 :1 一 Е 方向 的 单位 向 量 。 将 
СЕРИИ AREEN ЕЙ ЖИ 
s= È sin EP + Е во, (2.38) 








2. 日 心 黄道 坐标 (xyz) 的 计算 

BLOEN o-6 表示 轨道 全 标 ，o-xys 表示 日 心 黄 六 直角 
НБ, уг 表示 日 心 杰 道 直角 坐标 。 从 图 中 可 以 看 出 ， 当 轩 
ЕЖЕ С ЕО Л ЕЕ BATRI SEIERE iy р 





etsa 





Шен o 角 后 , 将 与 日 心 黄道 坐标 o-xyz 重合 , 所 以 可 通辽 
三 次 坐标 旋转 来 实现 轨道 坐标 到 日 心 黄道 坐标 的 转换 , 即 : 


六 = Р Е 
(小 керио") (2.39) 
Б М х t “ш 


ЖЕФ X(e), Yla), Zla) 表示 旋转 矩阵 ,它们 的 表示 式 是 : 


1 0 о 
X(e) =] 0 соза sina 
0 —sino cosa, 


cosa 0. — sina 
Y(a) -[ 0° 1 0 ) 


А sina 0 cosa 
cosa sina 0 
zo -[ = сова 小 (249) 
0 0° 1 
ЖЕ (2.40) 式 得 : | 
P, Q. В. 
Z(—0)X(—i)Z(—e) -( 9, 对 
Р, 0, Е 


coswcos О 一 sin wsin О созі, 
= | cososin Q-+ соз Q зір о зілі, 


snisino, 


— cos 0 sinw — sin Qcosæcosi, sinisin Qy) xt 
— sin Q sinw + сомесоз О совт, а) 
cosøsini, cosi, 
= (2.41) 
Ж: 
(2 iP Q. R, B 

ув > -人 0, к, |н |; (2.42) 
у \„/ \Р. 9. INE 


`“. 





УР + Q,n + R 
£= P. Q. + RL А 
ШИ, PP., P, P:i). QO., 0,,0.). RCO, R,, R.) REM 
道 坐标 灿 方 向 的 三 个 单位 向 是，P:: P，，，… P RI FEEN 
标 轴 在 日 心 黄道 坐标 系 中 的 方向 余弦 。 — 
3 БОА (хут) MANNA 
从 图 2-7 中 也 可 看 出 ,只 要 将 -zyz 坐标 系 绕 * НЫ 
向 族 转 。 角 ( 黄 赤 夹 角 ) 便 得 日 心 赤道 举 标 , 即 : 


xY /х 
Ё | = к-ў y ) (2.43) 
zi- Ха 


ТЕА ЕЛЕ „НН С^ ЖЩ É ALR Ску"): 


EE = 


其 中 《XsY。2。) 表示 太阳 的 赤道 直角 学 标 。 设 (e, 8) ARE 
的 赤 经 和 赤 纬 ,根据 球 坐 标 与 直角 坐标 的 关系 得 : 


x” = pcos бсоза 


i (2427 


Кыа 


y” = ecosƏsino. р, 





z” = psin ë 


从 而 得 : à 


(2.45) 


о (z + y" + =) 
P 是 天 体 离 地 心 的 距离 。 用 以 上 计算 公式 得 到 的 (e, 5) 并 不 是 
天 体 真 正 的 视 位 置 。 在 计算 公式 中 所 采用 的 轨道 根 数 O, i, o 以 


P” 


及 s. Xo. Yo, Zo 部 是 对 应 菜 一 历 元 的 平 春 分 点 各 平 赤 道 的 , 需 
жию» жи ЖЕШ 电视 的 改进 才能 得 到 所 求 时 记 的 
视 位 置 。 


$5 Мао. 


在 $3 节 中 , ж ИЕЫ ИИО TRH 
一 说 值 时 的 B 值 但是， 在 理论 研究 中 ,尤其 在 摄 动 理论 中 ,往往 
要 将 椭 贺 运动 中 的 一 些 变 量 如 r+、E , f 等 表示 成 时 间 的 函数 , 即 
使 是 近似 的 也 对 分 析 问 题 大 为 有 益 . 平 近 点 角 M 是 时 间 + 的 线性 
又 数 ,因而 可 将 一 些 与 时 间 有 关 的 重 表示 成 MM 的 三 角 级 数 ， 此 外 ， 
利用 偏心 率 。 是 小 量 ,将 一 些 量 展 开 成 e 的 震级 数 ,下 面 铬 绍 拉 格 
BE (Lagrange) 级 数 在 椭圆 运动 展开 中 的 应 用 。 
1. 拉 格 朗 白 级 数 的 一 般 形式 i 
ЗУ х. с МИ, Be 
у— ++ аф(у), (2.46) 
其 中 0<a <1, фу) 是 ?的 解析 函数 , 则 > 的 任意 函数 РО) 
可 以 展开 成 = HERR HERE ә“ 


FG) = FG) + >= 22 [0060 28], o 


„топ! 


(2:47) 式 称 为 拉 格 朗 日 级 数 、 : 
Мужа, х КБ, У МЕЖ РСу) Ба. х МЕ 
数 , 令 FO) 在 上 = 0 点 台 劳 展开 


oF 
KOE 5 = а) (2.48) 
而 ЕО)... = Р(ж), (2.49) 
又 由 (2.46) 式 得 : 
ду во» . ду 
ду _ + а ФО) У 2.50 
да $5 К да 2 ë (250) 


КЕЕ 








Эз _ | + „4ФО) ду к газ 


фс зА Әх dy ôr’ 
将 (2.51) ня 0). ВЕБ CSO RRRA: 
- a 40) \( 85 _ ôr) Д 
(1- = DNZ осу Z) о, eD 


一 般 说 1 一 < мо х0, EFTE, $0) RIER Y RRR 
нака ә) 是 7 Ше Т. 
Ж. н ` 

ә. By 


Bog с сз 


将 FG) 也 分 别 对 上 和 zx 求 导 ,并 利用 (2.537 式 , 则 有 : 


IPO) _ АРУ). ду _ аРбу).„‹, y 
дв dy дг dy 


= +G) ӘР (у), (2.54) 
Or 


Жн) н о RES ЕИ (2.54) 式 , 则 有 : 


FRO) _ 8 fae) Е) 
а [eo OL] 
“OP(y) 980) эво) 

Р Da + Ф(у) 
_ 08(y) ge 3E) 
рг Ф() a- 





+ у) 2 AGOA Е и ] 


„8. ӘР (у) 
g poroze] 


_ д Ə] у. 
é [roo], (2.55) 
le r sma. 
PEO) _ а ко š 
PEO S [eo E], (2.55) 


《2.56) 式 表明 FO) 对 a 的 酝 意 阶 导数 可 以 由 40) 和 FO) 对 
+ 


< = 
эво) = анс каа 





2 [8]. _ aes 


Ж (2.57) RRA (2.48) 便 得 拉 格 朗 日 级 数 (2.47)。 

2. 拉 格 骨 日 级 数 展开 椭圆 运动 

… 根据 椭圆 运动 的 开 普 勒 方程 ° 

Е =M + esnE, (2.25 1 

НОА yE, =M, ame E1, ФО) = qn E, 
于 是 由 (2.47) 式 得 : Í 





„„ЭЕ(М)] - ' 
FE = км). + x= = т |а MED], 
(2.58) 
О E E BORA е т, 
其 系数 是 M HÈR 
„Ж! ERTED БН. 
$ FE) =E, М Ем) — M. атм). 一 1, 故 由 (2.58) 


еҥ 





+; ж. [sin*M] 


| si = 
-м + em + 2 аам 
2 
+ иә [3:sin ЗМ 一 3sin мі 
я x 5 (2.59) 
(2.59) 式 可 看 成 开 普 勒 方程 的 一 个 分 析 解 。 k 
#12 ИЛ sE Ae 的 第 级 数 . 


4 ЕСЕ) = cos E, Р(М) = cosM, км. 一 一 和 从, 二 


sbi 


Ен (2.58) 得 : 


E- + н, 
соз сов М x< a Isa м1 ` 


= eM — Š Q — сом) 


= 2 2 2 (зем — 3cos3M) 





— 2 G x ?cos2M — бонам) + энен, . 


` ms мя (=). 


G- aar) 00е" 


— (1 + ecos E + 3⁄2 соё E + 4e’ соё E + +), 
利用 (2 60) 式 的 结果 , 若 只 取 到 e! 项 , 则 上 式 为 
(2) = 1 + 2e cos M += (5cos2M +1). 


+€ (13cos3M 十 3cosM) 十 …。 (261) 


Мі 展开 真 近 点 角 九 


因为 
st — df ds „ун, 
ам а; ам "з 
:ү r 
= 2) а — е), 
№ (2.61) 式 代 人 上 式 得 : 


SÍ _ 1 + 2ecos M +-5 ево М 
dM 2 
+ я (13с083М 一 cos М) + -etp 


хиа 
w 


f” М + 2esin M +2 e sin M 


+E азяазм — зав м) +. (2.62) 


$6 а а 


НИ Ы M 有 关 的 变量 都 是 周期 为 2 的 局 期 
甬 数 , 故 可 用 富里 叶 (Fourier) 展开 ,将 M 的 函数 КМ) 展开 成 
语 里 时 级 数 : 


КМ) = = 14 + > (A.cosnM + В.М), (2.63) 


其 中 系数 ; 
A= 1 |” Mdm 
ж/о 


„= 1f JCM)cosnMdM $ (2.64) 


B, = 一 1r HM)sinnMdM 


Жж КМ) ARER B。 一 0， 
4. -2z HM) eosnM dM . 


Ж (м) 为 奇 函数 А, 一 0， 
B, -2 | КМ) ят ямам . 


用 富里 叶 级 数 展开 楷 圆 运动 时 ,将 过 到 贝 塞 尔 (Bessel) ак 
及 其 某 些 性 质 . 
1. 贝 塞 尔 函 数 的 定义 及 性 质 
а) AEREE 
EX Тян 
ө. 





š с . 
J.G) 一 ЗЕЕ Т", + ав 


ИЖ" Е Л ЭМКИ, Йо ЕЖЕ: 从 数学 物理 方 
EHRT ДЕ Д8: 


49,14 "у = 2.66 
Я шата N zy 9 у ‹ ) 


的 级 数 解 。 

ЖЕ 
š у es, 
这 里 = 是 任意 复数 ,* 是 任意 实数 ,。 为 自然 对 数 之 诬 ， TE 


ине. з. .. 502.67) 
-#1(::)$1(-=. з = 


ШУ» (2.68) 


1 
i= 
и. 
Ë: 
.— а 


nga и а 
$ p— q =n. М p+ q — 2q + n. ОХ 


яя С", 
ш > 5 (a+) q (5) Š 


38 (2.65) 式 代 人 上 式 得 : 
U=- > LO, (2.69) 


"Жи Ј.С) 的 母 函数 。 从 如 的 定义 我 们 还 可 以 得 到 贝 塞 尔 
函数 的 定 积分 形式 。 
由 《2.67) 式 看 出 = = о 是 函 救 局 的 奇 点 ,根据 复 变 函数 的 知 
ЗО НИЕ 9 < jz| < о HEPR (Laurent) 展开 : 
U- Ў ал, I 
系数 


та, 


1 ГИС) 
вт u s 


设 积分 路 径 C 为 一 单位 图 z 一 e , WI 
“古人 er 
Ege 
таи 
а Lf асаав — 19)49 


+ |за Casing — п9)49, 
у, 2 И * 


a. 取 实 部 则 有 | 
| 0 = > +f cos (x sin Ө — n6)dôz", | (2.70) 


比较 0.69) tš (2.70) 得 : | 
AG) — L |. eesGsn6 — а. ^^ (271) 


Ол) 式 为 内 塞 尔 函 数 的 定 积分 形式 。 

(2) ДЖЕЯ. 

贝 塞 尔 函 数 有 以 下 性 质 : 
J-.(z) = (—1)"/„(ш) 
45-9 = 0") 
ую ` 

ЛС) = J.G) 

Jela) = Ни = 4460] 1 


(2.72) ОАО НРА ЕЕ KRE RE (2.72) 的 
最 后 一 式 证 明 如 下 ; 


(2.72) 


“е. 





因为 Drewin, 
БИН 求 导 


Уи — ы" + За 


_ š > J.G)" Жо], 
上 式 对 任意 的 = 都 成 立 ,比较 ПХ: i 
mJas) 460) + 001, 
故 
мю = 1 126.0 — я]. 691. (2.73) 
СЖАЛА ВИНА я, в — 1 阶 
ДИН ЕТО а 
2 蒜 国 运动 的 富里 叶 展 开 
BRANES E SEAM M MIDDE (2.25) 可 知 ， 
з ЕЗИ ОЁ) 2= N, M НН ORD) 2%: ЩЕШ +E > 
一 下 时 ，M 也 由 + M 一 一 W。 所 以 凡是 局 期 为 2x 的 的 周 其 
函数 也 必 是 M 的 周期 函数 ,并 且 函 数 的 奇偶 性 也 不 变 。 下面 利 用 
(2.63) ЖАК ИНЖЕ к ВН м HERR. 


МІ 展开 ceskE， 其 中 为 任意 给 数 。 
coskE 为 М ЖЕЙ, Bai = 0 


сое kE = > A. + У Асов "М 
= 


系数 
а= | cos hEdM 
= А 


- 2 [=Q — сен Eg 


650 • 


-- и. "эм кв сов ЕЕ 
роне 


+ [ =Q — Dsas] 
-{ 40 


Н (2.74) 


а. 2 [eos hE cosmar 
一 -二 [estBd sin ям 
= 
= 24 i 
= sin aM cos ДЕ [ 
+ 24 |" алм sin kas. 
Ят jo 
- 外 (чаңк — csin E) sin ҖЕ4Е 
- Аа ЮЕ — ne sin ЕЛаЕ 
= f cos ICa + ЮЕ — ne sin E JAR}, 
利用 (2.71) 式 , 有 
A. Шабе) = Дате, (275) 
k= 


cos E = + D) + 0, (ве) — (ое eosnM 


(276) 
ШАТ 


жЕ = У) È J.G) — Sanne)] оова, (277) 


sot 


sste 


@2 лы. 
因为 sn KE 为 M ЮТЕЙ, A — 0 
人 二 人 biao 


Яа O С 
Baa = È J; G) + е1, 


+ 


所 以 к, сок 


sin kE = x + [ss(ne) + Ја аСпеУ1 іп nM (2.78) 


жет 


чак = DL U; (O бно) in nM 


nw 


-25 Elne)sinnM ` (2.79) 


е „л 


яз 展开 和; 


а 1 ~ IB d = 
Вт вы м Е 
r ЕР: dM Qh esa ) 
с укоб 

4м 


将 (2.79) 式 代 入 


= — 1 + 2 У) (весов М. (2.80) 


3. 真 近 点 角 地 与 偏 近 点 角 已 的 关系 _ 
НЗРТ ,可 实现 f Е 的 相互 表示 . 
ЭЖЕ Ж ЭЗЕ Т 和 的 指数 函数 
ыс }, GD 
这 里 。 仍 为 自然 对 数 之 底 , 册 根据 欧 拉 公式 
кз, 


Í mlipit 
u > + 272) 
И; 1 
sin; = ç; (8 — prt) 
% — @t +> Š (2.82) 
ве 
Ча y ~ (Q? = n°?) 
故 有 
тай у 
g 人 (2.83) 
Е _ 1 92 — 1 у 
о аге 


将 (2.83) їп (2.84) RA (2.26) 式 得 : 








#= Те 1—1 
¿+1 ү +17 (283) 
再 定义 偏心 率 。 为 
эж 
š 2 28 
e = sing = =- 一: =, (2.86) 
+? +e 
2 
其 中 =u <l. (2.87) 
由 (2.86) 48: ы 
в-а -vi a). (2.88) 
ж (2.86) КА, (2.85) 得 : 
5—1 ы екй а=, 
+ igati’ 


从 而 得 : 








£= TZ er — вр" 
PE. В А (2.89) ' 
а n= LTG + ар" 
34 (2.89) 作对 数 运算 : u 
lng = log + In (1 — By) — In (1 — 8), (2.90) 
Ж 101 < <1, Ж N 


IQ ~ a = — > pain 


š Я (2.91) 
ы" aG — 8) 一 У) 8а 
| lan = iE; 
将 《2.91) RA (2.89) 得 : 
it = iE У чп + Den" in жт 
4 x. н. ы . 
Zir + Dl par +") 
ав) М" аһ», 
所 以 
j=E+2D F sinng. (2.92) 
同 理 可 得 : | 
E-125 Арт баяў. (2.93) 


5 7 天体 的 直角 坐标 和 速度 展 成 © 
时 间 的 等 级 数 


天 体 的 位 置 和 速度 是 时 间 * 种 轨道 根 数 的 函数 ， 对 于 二 体 癌 
эх 





题 而 言 ,轨道 根 数 由 初始 时 刻 的 位 置 和 速度 确定 ,因而 任意 时 刻 的 
位 置 r 和 速度 о, 展开 成 时 间 КУ, НЕВЕ 
始 位 置 和 速度 的 函数 . ` 

ROBAR а — 1、 则 二 体 问题 的 运动 方程 成 为 


зая, (2.94) 
将 > 在 上 一 5 点 作 台 劳 展开 ,并 令 r— n = r. и Z. 
hidr 
rr (2.95) 
同样 有 
Ж... 
K 5а. т s= е | = Š озо 


要 使 (2.95) 右 端 收敛 ,必须 rl <i, эц т Ф/М ЯНМЫЙ, X 


4} == 4) 7] ‚ „ (297) 
В I 


(2.97) 式 表明 在 = 时 7 的 任意 高 阶 导 数 都 可 由 7。、D。 RR’ 
于 是 (2.95) 式 可 写成 如 下 形式 : ` 


r= lG, rye (gw) (298) 
1509! что n! 


REW jes ga РЕВО, се 项 的 系数 是 GoT) 和 (z,, oy, № 
КР 





> 较 (2.95) 和 《2.98) Айй, т ЕЕ ВН, Ж 


+, | зр 


К-ы F лю. (100) 





Tr _ 9 (ату 


d ; 
dr T dro? a, r+ 0) 


без. - (te — ==), + (j + Че). (2101) 


此 较 (2,99) 与 (2.101) 右 端 得 : Жог 
pa і = Deana, 
> (2.102) 
dgn, 
вте + TF S H kan 
ЖЕ» 一 rf. кшз. t= Mei, (2.102) 式 是 求 jo， z, 
т 5 
的 逆 推 公式 .由 (2.99) 式 得 : 
=0. z = 1. 


于 是 从 (2.102) 得 : 
下 一 0 区 
Aq оО (2403) 
р 3 gp 
mt 
其 中 а =. : 





Же Ви a 
а 


с ае о 
(2104) 
则 (C2.98) 式 成 为 
r = Fr, + Со». (2.103) 
注意 (2.105) 式 中 的 Р ‚С 是 r., am 的 函数 . 
同样 v CEARR T 的 项 级 数 , 其 形式 是 : 
о = Ет + би, (2.106) 
A F = > Lpa 
其 中 а (2107) 
і jp 
| G 一 > я ar 
并 且 从 (2.96) 和 《2.95) 式 看 出 : р 
fts =н. (2.108) 
58 作用 范 


一 个 三 体系 统 ,在 讨论 其 中 一 个 小 天 体 运 动 时 ,往往 可 近似 划 
分 成 两 个 二 体系 统 ,如 一 火箭 受 地 球 和 月 球 引力 作用 , 当 火 箭 运 动 
在 地 球 附近 时 ,近似 地 认为 火箭 与 地 球 构成 一 个 二 体 问题 , 当 它 与 
月 球 靠 近 时 可 认为 它 与 月 球 构成 一 个 二 体 问题 。 为 了 能 比较 合理 
地 划分 这 两 个 二 体 问题 的 范围 :提出 作用 范 男 这 一 概念 。 


图 2-5 h, Р. Pn РКЕ ККК, 它们 的 质量 分 别 为 m. 
m. т, 且 满足 m < mm < mw,。 由 相对 运动 方程 (1.12) 可 得 
P, 相 对 Р, 的 运动 方程 为 


š G: + m. А r 
p- еп m) „+ | =, 5). (2.109) 





(2.109) 式 中 主星 体 了 ,的 引力 为 


Е, = соъ т) (2.110) 
т 
报 动 体 P 的 摄 动力 为 
ДЕ, = вт.| 25, 一 三 | 
r 


A 
2 а + 
-+ -高 
= ст 2. |1 | + (2- х) - 42) «ө, (2411) 
由 图 2-8 着 出 | 


тёоза 十 Acosg =”, 


созӣ == — Z сова 
& а — Z esa, 


代入 CIDR 
АВ: — бт, 1, lb + (2) 一 2 会 人 -二 co 下 


тор атылса 
` 4 
Еч Э А (h + (e a), 
= 2 会 (1 一 Z ese). (2.112) 


假如 将 P: ЯЕ, Р, 作为 主星 体 ,那么 已 相对 的 运动 方程 
B: А | 
— _- G(m + m.) E 4 
an а A + Gm G 5), 


这 时 主星 体 的 引力 为 ОИ 
P, 一 бОт + m) _ Omt m) 
4? r +r” — rr cosa 





~ без + (| + z 2: эша} є2113) 
я \ 7 
Р, УАР. A 


ағ, = Gn |( LY +(3у- (үз пока 





- | +( GY 240)? А 114) 
ашы 
АЕ, = cyh- (=) уве 
Е т, E 


6 мене z) У. (2.115) 


MAE АР АБ э, он P 相对 较 大 质 
ERE P 的 作用 半径 ， 以 符号 ERZE ВН ЛУВА P, 的 
а е, у; 由 (2415) 和 (2.112) 式 易 得 : 


SEL =-+(]/ 
Е = 22 (1 z ja 1 (2116) 
JE S (2.116) ЖЕРТ J + 和 = 、 由 于 £ 也 是 小 最 
所 以 ; Eek 
会 - и+(5 =) ~ у 


Рони + 42у - corsa eee , (2447) 
i 


则 а о) +07 


а. Ç (2.118) 

Ж (2118) RRA (2.116) 式 , 便 得 一 个 关于 2 аиста seis 
ЕЛЕ АРИ: 

= {27 (lt3c09a)B, © (211%) 


可 见 作 用 半径 P БГ’. т, m Ка. Я 2-9 是 月 球 对 地 球 的 


A0000km И 


Е 2-9 


作用 范围 的 平面 图 ， 作 用 范围 只 用 来 作 近似 的 估算 引力 所 及 的 范 
BATRE EER e = 0 时 的 P 值 作为 作用 范围 半径 , 即 


= (=) =. 2120 
=í); я (2120) 
这 时 作用 范围 是 一 个 以 P, 为 球 心 的 , 以 2 为 半径 的 球 ， 称 为 作用 
ЕА 
更 简单 的 是 直接 用 Р. Р, 对 Р. 的 引力 大 小 来 定义 引力 范围 
E P, P, ZEREA 4, (2-10) ,使 在 这 一 点 的 叫 受 已 和 
P, 的 引力 相等 ， 即 


60 。 











Gm = бт (2121) 


жй £ =, ВЕ: 


о (3°. (2.122) 


ИД (2.120) Ж (2.122) 两 式 计算 月 球 相对 地 球 的 引力 范围 的 
半径 分 别 是 6.6 X 10'(km) 和 4.3 X 10(Кт), 





图 2-10 


59 字 宙 速度 


人 造 天 体 ( 人 造 卫星 ,行星 际 火箭 等 ) 的 运动 是 非常 复杂 的 ,但 
是 ,如 果 把 地 球 当成 一 个 质点 , 人 造 卫星 , 行星 际 火 入 等 的 运动 可 
以 看 成 一 个 或 几 个 二 体 问 题 。 尽 管 这 样 处 埋 问 题 是 极 粗 路 的 ， 不 
过 对 于 研究 人 造 天 体 的 近似 运动 以 及 估算 发 射 人 造 天 体 的 能 量 仍 
然 有 一 定 的 实 出 价值 。 - 

第 一 宇宙 速度 ， 第 二 宇宙 速度 和 第 三 宇 宇 速 度 分 别 是 指 从 地 
面 发 射 人 造 卫星 , 行 兴 际 火 第 和 和 恒星 际 火 迄 的 坡 低 过 度 . 

把 地 球 和 得 发 射 的 人 造 天 体 看 作 一 个 二 体系 统 ， 以 v, 表 示 发 
АБР, о 此 了 示人 造 天 体 进入 轨道 时 所 其 有 ‚КК 
B, 表示 大 体 进入 轨道 时 的 地 心 距离 ， 那 么 根据 能 量 守 证 定律 
К: 








{ти = аит (Т) тие, (2.123) 
上 式 左 嚣 表示 发 射 时 旭 天 体 具备 的 总 能 量 。 НМ ami — T) 


BRRR MAEAEA SENNIE, Tar 表示 天 体 进 
入 轨道 时 所 具有 的 动能 ,将 活力 积分 : . 

22 ею 
RACI: 


= «(2 z 1). 2124) 


可 见 人 造 天 体 的 发 射 速度 n 取决 于 轨道 半 长 径 <。 人 和 人造 地 球 卫星 
的 轨道 半 长 径 。 > R。 因 此 最 小 的 发 射 速度 是 ; 

CMa = 7.9(km/s), (2.125) 
Me 为 地 球 质量 ,这 一 速度 称 为 第 一 字 宙 速度 . 


假如 要 求 火箭 脱离 地 球 引力 场 ， 这 时 火箭 轨道 起 码 是 一 个 抛 
物 线 , 相 应 的 发 射 速度 为 


„- PM a SEn = илки). (2.126) 


о FERE. 

通常 称 圆 轨道 的 速度 为 环绕 速度 ， 称 抛物 线 轨道 的 速度 为 陪 
离 速度 .地球 围绕 太阳 运动 的 轨道 近似 一 个 图, 所 以 地 球 ( 及 地 球 
上 的 一 切 物 体 ) 相 对 太阳 都 有 一 个 环绕 速度 ve 其 值 为 


| = зоо, 
re 


此 处 Me 为 太阳 质量 ，re 为 日 地 平均 距离 。 从 地 球 上 发 射 的 火 
第, 相对 太阳 的 脱离 速度 是 : 
„= ee = 42.A (km/s), 
re 
如 果 充 分 利用 地 球 的 公转 速度 РАНЕ JE ИКЕ НА 
她 球 应 有 的 速度 至 少 应 是 : 


- 62 • 


0 == 42.4 — 30 = 12.4(km/s), 
КЕ ШНЕК k ИЙНЕ! E Fi , 因此 е 是 火箭 则 脱 
离 地 球 引力 汤 时 相对 地 球 的 速度 。 ВЕ (2.121) 式 计算 地 球根 对 
太阳 的 作用 范围 半径 : 


= (Меў? l оз (ка), — (2427) 
d (y, Yz ту, 


火 第 由 地 面 飞 出 地 球 引力 作用 范围 ,克服 地 球 引力 所 作 的 功 (增加 
的 势能 ) 是 G Ри 因此 地 面 发 射 的 速度 w 至 少 应 该 满 
к: 


ipe 1-1) lp 
> вм. (1 > + 2" ç 


着 近似 认为 А мо М 


д = 26 Ме фп ол, 
ў 
所 以 
v = Vol + v” ж 16.72 (km/s), 《2.128) 
妇 称 为 第 三 宇宙 速度 。 ` 


=й ”轨道 计算 和 轨道 改进 


以 二 体 问题 为 力学 模型 ,根据 天 体 的 观测 资料 确定 天 体 轨 道 
的 工作 称 为 初 轨 计 算 ， 再 通过 大 量 的 观测 资料 对 初 轨 进行 修正 称 
为 轨道 改进 . 

经 典 的 天 文 观测 通常 指 光 学 观测 ， 用 这 种 手段 所 获得 的 资料 
是 天 体 的 球 坐 宗 , 如 赤道 坐标 (a , 8) REPRE (И, Б). РР 
学 技术 的 进步 ,不 少 现代 化 的 手 外 被 应 用 于 天 文 观测 ,譬如 激光 观 
МХМ, ФТИ. ХЕ ,我 们 不 仅 可 以 得 到 天 
体 的 球 坐标 ,而 且 可 以 测 得 天 体 离 观 测 者 的 距离 和 速度 ,也 就 是 说 
可 以 得 到 天 体 在 某 一 参考 系 中 的 位 置 和 速度 ， 从 而 大 大 简化 了 轨 
Вия. 


51 观测 资料 的 处 理 


用 于 计算 天 体 轨道 的 观测 资料 是 在 某 一 朋 时 参考 坐标 系 里 取 
得 的 ,因此 要 对 这 些 资料 进行 归 算 ,使 它们 相对 于 同一 参考 系 .对 
于 太阳 系 的 天 杀 通 常 都 归 算 到 某 一 历 元 的 日 心平 赤道 坐标 系 ; 对 
于 人 造 地 球 卫 星 常常 采用 某 一 地 心 亦 道 坐标 系 

ТЕХ ЕЕ ВСЕ 

观测 某 天 体 得 到 它 的 视 位 量 (a ,8 )， 消 除 视差 和 光 行 差 后 
得 到 天 体 的 真 放置 (ac, 5)， 根 据 球面 天 文学 知识 ， 天 体 周 昌 视差 
的 改正 公式 是 ; 

As a m o m f cosg sin (s — a’) sin g' 
As = 3 — 8' = — Е ( sing” соѕ2— созф' sin ô cos (s—a')) 
(3.1) 


+ 


上 式 中 о 为 测 站 到 地 心 的 距离 ,A 为 天 体 到 地 心 的 距离 , 它 可 以 用 
激光 、 雷 达 等 观测 手 妥 测 得 , 也 可 以 用 较 粗 路 的 估计 伪作 为 近似 ， 
9 为 观测 站 的 地 心 纬度 ,* 为 观测 时 的 恒星 时 
光 行 差 的 改正 可 以 通过 改正 时 间 来 实现 .。 由 于 光速 是 有 和 根 
的 ,从 天 体 发 出 的 光 到 观测 站 接收 到 需要 经 过 一 段 时 间 , 设 其 为 +. 
车 光 发 出 的 时 刻 为 n。 则 接收 到 的 时 刻 为 :一 ntr, AETR 
据 观 测 者 记录 的 时 刻 上 求 出 s: 
i = :— z — r — 4991004782 x D, (3.2) 
DD 是 天 体 到 观测 者 的 距离 (以 天 文 单位 计 ), 如果 不 知 其 精确 值 可 
以 用 近似 值 代替 .499:004782 是 光 行 一 天 文 单位 所 需 时 间 ， 称 天 
文 单位 的 光 行 时 ， 根 据 产生 光 行 差 原 因 的 分 析 ， 我 们 可 知 在 时 
刻 天 体 的 视 位 置 等 于 a 时 刻 天 体 的 真 位 置 . 
2. 岁 束 和 章 动 改正 
天 体 的 真 位 置 (a, 98) 经 过 章 动 改正 后 得 到 观测 时 刻 的 平 位 
置 (mw， po)， 其 改正 公式 是 : 
а — = Ag'( cosg + sing sinatg8) 一 мн (3.3) 
$ — 8, = Аф sin 8 cosa + Дв зіп ё 
其 中 AW 和 Ав 表示 黄 经 章 动 和 黄 杰 交角 章 动 , 其 近似 表达 式 为 
Аф' — (1772327 + 0"01737T ) sin Q 
+ (072088 + 07000027) sin 20 
— (12729 + 07000137) #12. + -+-+ 
де 一 — (97210 + 0700091T)cos Q 
— (070904 — 07000047 ) cos 2O Е 
+ (075522 — 07000297) cos2L +... 
(3.4) ножей Ае, BB E A АЕ, LKM 
MEPER, т 是 由 190041 月 0.5 日 历 书 时 起 算 的 儒 略 世纪 数 ， 
观测 时 刻 的 平 坐标 (оъ, да) 经 过 岁差 改正 可 得 某 一 历 元 时 
刻 的 平 坐标 (в, 86) ,其 改正 公式 为 
а — в = (m + nsinotg 8) 分 
& — & = псозоы 








(3.5) 


65+ 


上 式 中 
m = 4608506 + 070279457 + 07000127% 
n = 20704685 ~ 0°008533Т 一 0000377? 
GORP A 表示 历 元 时 刻 与 观 列 时 刻 之 差 ， 工 的 意义 间 GA 
式 中 的 T。 | р 


} в5 


52 朗 贝 特 方程 


朗 贝 特 《Lambert) 定理 : 在 主星 体 引力 作用 下 ,天体 由 位 置 
六 运动 到 r ВИН aa 仅 与 ИНЬ ЦЕ a = In 一 
| 和 轨道 半 长 径 a ЖЖ. | 

1 机 图 运动 的 明 贝 特 方程 

对 于 椭 加 运动 朗 贝 特定 理 的 数学 表达 式 是 ; 


nh — и) = s — 8 — (зав — sina), | {3.7 


(3.7) 称 为 朗 贝 特 方程 ,证 明 如 下 - 
HE a A n АЯ НА: 


E, — e sin E, = n(n — r) 


| Е, — e sin E, = в(и— т), 
上 面 两 式 相 减 得 : 


nh — h) = E, — Е, 一 2e sin в 


E, Е, o E,— B. 
2 2 


若 令 А 
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e= LG — E) 


.10 
= вв) [° Өө 
sp = есоз О 
则 (3.9) 成 为 
alh — и) = 2q — 1 sin (p + 4) — sin(p — 4)1, (3.11), 
再 令 s= p> +q i (32) 
s= р 4 
0С 3.11) 2% 


a(n — n) = s — 8 — (sins — 538). 
我 们 可 以 进一步 证 明 上 式 中 的 ,6 5 (3.8) 式 中 所 定义 的 是 相 一 
致 的 . 
r, + r) = a(l — ecos E,) + a(1 — esin E,) 


m (iC ecos ELE En oos b= B), 
\ 2 2 K 


将 (3.10) 代 人 上 式 得 : 
ri + r, = 2a(1 — созфсоѕр), (3.13) 


— al cos E, — e)P — aV 1 ё sin Е.О 
= a( соз E, — cos E,) P + ay 1 е (sin E,— sin E.)Q, 
故 得 : о == 4a зіп? g sin? p, 
о = 2asin qšin p, 


НН (3.13) 和 (3.14) 易 得 : 


(3.14) 


r. + rx ж о <= 1а{1 — cos(p + 9)1 = tasinf 





由 (3.12) 和 上 式 得 ; 





жа Дне, 
2 4а 


НЕТ, (3.12) ВТЕ в, 8 与 (3.8) 式 所 定义 的 相 一 致 . 


关于 。、# 的 象限 可 由 下 面 的 准则 来 判定 . 
Ф 若 天 体 两 时 刻 的 位 量 r, r, 在 同一 图 或 相隔 偶数 图 ,, 划 


sai > 0, 否则 яа <о. 

Ф жо ЮЕ Е о СЕН) 
HI яа. <0, 否则 яа? >o, 

O 着 上 面 所 说 的 弓形 复 盖 第 二 您 点 则 cost <0, 否则 


cos > 0. 
2 


® ҥн жел > 0. 


2. ЭА к) УЙ а — ЖН (Euler) 方程 
作 抛物 线 运动 的 天 体 ,其 相应 的 朗 贝 特 方 程 是 : 


був (а — n) = Li £ Mt, (3.15) 
其 中 ен + +c 
ИЕ! (316) 
(3.15) 式 的 证 明 如 下 : 
由 抛物 线 的 开 普 勒 方程 (2,31) 得 : 


Мн Tilna) = 2( РЁ _ wh) 
(sft) 


-0 





Íi eg ff 
+3(1+ wg)]， (3.17) 
又 P= ri + r; 2nreos(h — h) 


. ç. 


— (r, + nY — див А A hh, 


故 有 Апл соё h h ъ= 在 一 (mm 十 pr 一 


一 О, +n — (r, + n + о), 
将 抛物 线 的 轨道 方程 (2.30) 代 和 人 上 式 得 ; 


49 seh seo В cop НЬ 
2 2 2 
(л+л —о)(л,+,+9)=1М, 
һы h) m LM 

即 21+ +25) + гы. 
由 (2.30) 式 还 可 得 : 

пы dub a ah), 
(3.19) 一 (3.18) 得 ; 

чё жа = {лөк МЫ t 


= L КаФл+о) 
М4 


+( +n — а) + VLM 1, 


(3.18) 


(3.19) 


(3.20) 


у ub 一 ча E G/L ж/м). 
所 以 e2 A VA VM) 
当 0 <f а 上 式 右 端 符号 取 ( 一 )， 当 = <h h < 2a 
BECH). 
H (3.18) Ж (3.20) (ÇA (3.17) 8: ` 
90-0) 2 1 (Им 
Мачта, 一 а ЕЮ) 
же FVMY +2 VIM ] 
„М ур+ум), 
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即 得 : бмв (аъ) Шм, 7 


$3 ЯНУ MAREE 
和 速度 确定 轨道 


由 活力 积分 (2.16) 得 : ，. f I 
а, (3.21) 


жрк жд 及 一 TX 由 ,为 已 知 ,因此 不 难 通过 ; 


c Ме + B: 
соз. = Fo ас еы 
КИЕ S в p 622 
ЕТ ыы ват 

求 出 轨道 倾角 i 和 升 交点 角 距 0. LRH А,В,С X h tE НА 
标 系 中 的 三 个 分 量 ， ， `. 


由 拉 普 拉 斯 积分 (2.9) 算 得 : 
e=} (Ахо 8) сеј, (23) 





ГЕ e lel 
HF еЗ ао, ДИ 3-1. 由 球面 三 角 公 式 不 难得 ; 





图 3-1 


e, = e( cos Q созо — sin Q sin осоѕі) 
= e( sin Q coso + sos шшс) (3.24) 


€, => e sin eo sin £ 


30 





TAI H SURB o Th: 


? A 
2. Costo + e, sinw 





r 
x сЕ 1— Ç 


由 (3:28) 可 同时 计算 ЯЕ, НВ е 值 可 作为 对 (3.23) 式 的 验算 . 
БЕЙ НИТИ ЫЛЕ т. 

对 于 抛物 线 轨道 , 根 数 9、; то ИДЕИ ASSIS ЙОН › Ж 
过 ое 求 出 半 通 答 , 然 后 求 近日 点 ( 近 星 点 ) 距 离 9 2, № 
通过 《2.30) #0 (2.31) Ж г. 


coso = 
€ (3.25) 
> г: ` 
ne sns 
计算 - 
将 r 一 a(l — ecos E) .两 端 对 时 间 求 导 : 
° ' p= aein Е ЛЕ, ^ (26) 
dF” х Е ИА 
3⁄8 E — esin E = д т) 两 端 对 时 间 求 导 得 : 
dE оп 
нее (3.27) 
则 有 Trp rt rasqa ESE — еледа E 
= М раса E, 
# einE~ 120 | Ж. 
на. | (3.28) 














54 利用 两 个 时 刻 的 位 置 
п о 确定 轨道 


1. 关于 a 的 确定 


ne 





Éy r. т, 两 点 时 的 弦 长 “一 |, 一 |， 此 刻 朗 们 特 方程 
中 只 有 “= 值 是 未 知 的 , r. т.о 都 已 知 ， 从 理论 上 可 求解 a, 然而 
(3.7) 是 一 超越 方程 ,只 好 用 逐次 选 代 法 求解 ， 将 (3.7) 写 成 以 下 形 
д: 

F(a) = n(n — n) — (в — sine) 
+ (8 — sina) = 0, (3.29) 
用 牛顿 迁 代 法 解 (3.29) ,估计 一 初 值 aç, HRR Р(а) 在 а, 点 作 
EFREN, ERKE] Aa 项; 
F(a) = Р(а,) + (42) Ac 一 0， 
lÀ 


故 Аа Fea) /(4Ё). (3.30) 


Ж (3.30) ЖН а (до, а. 一 a, t Ao, RARR F(a) 
在 a 点 作 台 劳 展开 ， 如 此 继续 ， 息 至 求 得 符合 精度 要 求 的 。 值 ， 


《3.30) 中 的 Š Ë 求法 如 下 : 


aF а» ds 
ЯЕ (=) 9" (1 ів 
а, 
+ (1 - соно), б (3з) 
da 
ш (3.8) 
和 \ Ë 
da 2 a | 
de път +e 
qz Каша, | . 6.32) 
ED ина 
da J 
55:8. 
3⁄8 (3.32) RA (3.31) 式 得 : 
А 3 а; a trite 8 
da = Pg Susa ДЫРЫ 
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rir n — ə Š 
=. 3.33 
22 Ы 2 ‹ › 


2. 关于 e 和 的 确定 
cos E, 一 cos (E, — E, + Е,) 
= cos (E, — E,)cos E, — sin (E, — Е!) sin E, 
# (3.10) 和 (3.12) КА Е: 
езіп E, = {ecos Б,соѕ(в — 8) — ecos Е,]{ sin (s — 8) 
= [+ B )eos(e —а)—(1 =. ')|/за@ —) 


r, 
ecos Е, = | 一 二 
a 


(3.34) 
E 
esin E, = [ecos E, — ¿cos Ecos (в — 8)]/ sin (e — 8), (3.35) 
(3.34) ЖЯ] (3.35) ца ув, ё 可 由 r, г, 和 已 确定 的 4 值 求 出 ， 从 
(3.34) Ж#Н e W Ea, ШМ, 于 是 由 М, = nla — r) ЖШ 
ть 当然 某 时 刻 的 平 近 点 角 M 也 可 作为 代替 т 的 一 轨道 根 数 . 
3. 关于 Q. i. о 的 确定 


因为 p m a(cos E, — e)P + a Vl — ë sin EQ | (336) 
nah = P ka зав, | ` 
故 由 (3.36) 解 出 Р(Р,,Р,,Р,), 9(0.,0,, 0.) 
进而 有 R = PX Q= RIR., R,, R), 
又 从 球面 三 角 公 式 得 ; 
R, = sin Q sin; 
R,= "ашы, (337) 
R. = созі 
从 (3.37) 求 出 轨道 倾角 i 和 升 交点 角 距 2， 
从 P, = sinwsini 
Q, = coswsins } (338) 
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求 出 o, 

` ”用 无 线 电 接 受 器 、 雷 达 、 激 光 等 观测 手段 可 以 直接 测定 蘑 些 太 
阳 系 天 体 的 位 置 和 速度 。 应 用 上 一 节 和 本 节 所 介绍 的 方法 进行 轨 
道 计算 ,全 过 程 很 简单 下面 几 节 将 介绍 用 三 次 光学 观测 的 资料 
进行 轨道 计算 ,其 过 程 要 繁琐 得 多 。 














45 改进 后 的 拉 普 拉 斯 方法 


本 节 介 绍 的 轨道 计算 方法 ， 是 经 过 许多 天 文学 家 对 原 拉 普 拉 
斯 方法 作 了 一 些 改进 之 后 的 程序 , 故 称 改 进 后 的 拉 普 拉 斯 方法 . 
1. 基 本 方程 
图 3-2 中 5、E 和 P 分 别 代表 太阳 ,地 球 和 被 测 天 休 ， 该 天 体 
相对 太阳 的 位 置 是 (х,у, =) 


Е 相对 地球 的 位 置 是 p, 地球 的 日 

р р. Ë 心 位 置 是 ROX, Y, Z). РАТИ 

в. ; Fe 

$ R Е . r=R+p | 

图 3-2 =R + oL--.- (3.39) 
ТЕРНИИ. 


假设 行星 三 个 时 刻 и 的 球面 坐标 是 (aa) G — 1,2,3), 

那么 ВО, муъ) Б (а, д1) 的 关系 是 : 
à; = созо;созд; 

шу = sin acos 8, | (3.40) 


м = sinô; 
(3.40) КА (3.39) 后 , 得 : 


pil; — z, — X, 
> 


риш = y, — Y; (3.41) 


раз = z, — Zi 
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oY: мы 
»—Х, 1 


z; — 7, m | 
V, = ЕЕ = = зем 
BRA (5,8) 由 观测 所 得 , 所 以 U. У, 是 已 知 值 , 从 (3. «а 
得 ; 


U, = 
= еш 


ж = ИК, — X,) + У; = Ша — P, Ў 
е zi m V (zi — Xi) + Z, = Vir — 中 Ө) 
其 中 : 
P. = ХИ — Y, 
кашы жы, k (3.44) 


由 此 可 见 由 于 几何 条 件 (3.39) 的 约束 ，(xy,z) 示 个 量 申 只 有 
一 个 是 独立 的 ， 由 第 二 章 $7 已 讨论 任意 时 刻 天 体 的 位 置 可 以 通 
过 (2.105) 式 表示 成 初始 时 刻 的 位 置 r,， 速度 o, 以 及 时 间 的 函 
数 ,在 三 个 时 刻 * 中 我 们 选择 o 为 初始 时 刻 , 那 么 7， 和 7 可 由 + 
和 办 以 及 (aha), Gh) RH, B f 


Е к= Fim + Си (3.45) 
(1-1,3) RER: ` Е 
z, 一 Ех, + СА: | 
у, = Е: + С; `f . (3.46) 
? z; = ВР, + Са, 
根据 (2.104) 
>» 1 


== 1 





ё + Lori (1—3 ые 
2 Есту 54°” є— a)r' + 


1 ` 1 
Gern- gtg ott 


其 中 ， Bl gma ha 
п п т 


==» бе) P с 


s= r —т;') ` 


» 75 Е 





(3.43) КА (3.46) 第 二 、 三 式 得 : 


НЯ (3.49) 
> - z; = РКУ, — 0,) + Сё 
反之 (3.46) шүр (3.43) 得 : 
y = ИЕ, + С) 一 n) (3.50) 
я, УКЕ + ба) — 0," ? 

(3.49) 5 (3.50) еж: 

ЕО — P,) + Gih — ОКВ, + Gita) — P, } (3.51) 

ЕК Ф) + би = Vil Fix + би.) — 0; 


(3.51) 是 拉 普 拉 斯 方法 (改进 后 的 ) 的 基本 方程 、 当 Fn G, 已 知 
了 时 可 解 出 z. tas ў. fl 2. 

2 желине 

通常 Fi Gi 是 未 知 的 ,因此 只 能 用 隶 次 迭代 求解 ， 先 估计 
一 个 m 的 初 值 rf 在 (3.47) 的 右 端 只 取 前 两 项 ,计算 РОО, Gio 
(上 角 标 表 示 第 一 次 近似 ), 然后 由 (3.51) 解 出 50. #9. 92, 2, 
通过 (3.43) 计算 УР, 55, PPE ДО #9», y, в) 
DPR, D, 9) ЖН z. т, 代入 (3.47) 算 出 更 精确 的 РЇ”, СР, 
重复 上 面 的 过 程 算出 rf, o, МАЕ, 直到 在 一 定 的 精 
度 之 内 丽 次 迭代 结果 相同 为 目 ， 

当时 间 间 隔 很 短 时 (zi 很 小 ) 由 (3.47) 算得 的 G 很 小 ,这 样 由 
(3.51) 解 出 的 ж, I h 的 有 效 数字 会 受 损失 ，o 的 精度 较 低 , 故 
此 法 不 常用 于 计算 行星 的 轨道 。 对 人 造 卫星 , 相对 说 r, 不 那么 小 
(当然 也 不 能 太 大 ,否则 求 G、F 的 公式 (3.47) 需 取 很 多 项 ,甚至 不 
收敛 ), 因 而 此 法 用 来 计算 人 造 卫 星 的 轨道 更 好 。 


$6 改进 后 的 高 斯 方法 


本 节 介 绍 的 高 斯 方法 是 经 过 后 人 对 原 高 斯 方法 已 作 了 改进 后 
的 程序 ， 高 斯 方法 记 用 的 观测 资料 与 拉 普 拉 斯 方法 相同 ， 是 三 个 
АННУ («> 2), (3.39) 的 几何 条 件 仍然 成 立 。 此 外 由 于 三 个 时 
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х1. т; 都 在 轨道 平面 上 ,因而 根据 矢量 合成 ,总 有 ; 


т, = Суг, + Com， (8.52) 
或 хо Cix, + Cus 
ж» == Суу, + Ch р, (3.53) 


z, = Ciz + Сул 
Co C, 是 待定 的 系数 其 意义 和 求法 将 在 后 面 讨论 。 
1 基本 方程 
将 (3.43) КЛ (3.53) 的 第 二 、 三 式 得 ; 


Un — P, = Cr —P) + G, (Инь, —Р,) } (3.54) 
Ух, — Q, = СР, — Фа) + С, (Уз — Г I 
从 (3.43) KI (3.53) 又 可 得 : 
О, 一 已 一 DCCir Cxs) — P, } (3.55) 
Van — Q = (Суд, + Су) — 0, P” i 


(3.54) #1 (3.55) 右 端 相等 从 面 有 : 
CU — Р) + CU —P,) = И Cix + Суху) — P, 
Ca Ф) + СР, — Q,) = Vi Ciz + Суз) — Q, 
经 整理 后 有 ; 
C,(U, — Ик, + C,(U, — бр. = C.P, + СР, — Ф, | 
CA — И,)х, + C,(V, — УД = C,Q, + 6,6 — 0; ^ 
(3.56) 
(3.56) 式 是 改进 后 的 高 斯 方法 的 基本 方程 , ИН, U. V. 
P. Q E Cas 5,) 和 地 球 (或 测 站 ) 位 置 计算 得 到 ,因此 若 已 
知 C,.C,, 则 由 (3.56) 可 求 出 mm . xs， 作为 进一步 的 轨道 计算 用 。 
2. C,. C, 的 意义 及 计算 





(3.52) 式 两 端 义 莱 ғ, 得 ; 
сохт Xn _ S... (3.57) 
г, X г. In X т} = 


So, So 表示 由 т Ts ЖИт,, n ЕОС 836. 90883.52) 
ЮЖ r 得 ; ' 
.”. 


$, 
с, = ых = S= 3.58 
ЛАХ) “Sas G58) 


可 见 C:、C， 是 两 个 三 角形 面积 之 比 . 


Ж (3:45) т, = Рут, + Си, 

得 : r, X r, = —G,(r, X о,), (3.59) 
x. т, = Fri + бо), na Ç 

故 т, X r, = G(r X в), ` (3.60) 


r, X r; = Ру(т, X г) + G(r, X v) 
= — G,F,(r, X ю,) + G,[(F,r, + G) хо] 
(FG, — Руб;)(т› X в), (3.61) 
38(3.59). (3.60), (3.61) ЖА (3.57) 和 (3.58) 得 计算 Cas С, 
А: ` ` 
б; 
Е,б, — FG 
С, - 
<, - - Fo во 
由 于 Ру, Су 是 时 间 间隔 z 的 矢 级 数 ,只 能 取 有 限 项 ,因而 (3.52) 
的 右 端 也 只 能 取 有 限 项 ,将 (3.47) КЛ (3.62) 得 ; 
CB 1+ (4-9 


т 





А (3.62) 


+ 1 ват\(тї + тата т) +... ] 


一至 | 二 (村 一 二 


这 里 从 wm 的 定义 如 (3.48) 式 , = p — n = rx — r. 

з. 迭代 计算 过 程 

估计 一 初 值 > 算出 ”在 (3.63) 中 只 报到 2 项 , 则 C,, C, KI 
近似 公式 是 


egbe 





nT 
->®и+ 2—0] 
А > А (3.64) 
e= Z| +реї—] 


利用 (3.64) н Cn G, 代入 (3.56)ҖЖЇН xz. я, 再 通过 
(343) ЖҮН yav Уз ÑU z. а, 并 通过 (3.53) 得 到 z. 5. n. ЫБ 
代 几 次 得 到 在 一 定 精度 内 的 rio yo s) G= 1,2,3), 
为 提高 C, G 的 精度 必须 在 (3.63) 式 中 取 r 的 高 次 每 项 ， 
六 页 必须 求 出 r. о, 以 便 计 算 o 和 s。 由 于 通过 上 面 的 选 代 计 
算 已 求 出 m， 故 可 用 数值 微分 方法 求 出 天 体 的 速度 。 
RAR a), E an хо. хз ЖАНА Сао). f(x). Ke)» 
根据 牛顿 插值 公式 f(x) 的 近似 式 是 
Ка) = Каз) + Кв» м) (х — хо) 
+ (zo za Fr) о) C — z) + ++, 
上 式 对 = R 9: 
PE) = Кщ, юж) К, д, = М2 — (5, + м) + - 
3, 65) 
RE (ев), Ки, zo m) А-З, 二 阶 均 差 ,其 定义 是 : 





Жаза) = xD Ке) 一 Ked К) 
* х. x 一 х х; — x 
Каза, e) = К (ana 
Z Kao) P Кх) 
(s ж) (ко m) — (m — жо) ә x) 
+ ÍO) 





(а, — za)(z; — м) 
(3.66) 
在 我 们 目前 的 具体 问题 中 ， 天 体 的 位 景 rasys) 是 时 间 
+ 的 函数 ， 江 且 它 们 在 三 个 时 刻 丘 的 近似 值 f(x; yo з) 为 已 
知 。 利 用 (3.65)、(3.66) RA: 


+ 79 ° 
из 





xn) + rn n (а Cr + в) + ++ 
= ` x | 


А-6 ба ОСЕ 





ао (к= Тра _ 5l 

X[m (r Ф) 4 (3.67) 
少 # 的 公式 与 上 式 类 似 、 这 样 就 可 求 出 oCz,9,2), 在 (3.67) 中 令 
r= n ДИ ois ў 光 ) ， 然 后 可 利用 (3.48) Ж а, в, 代入 
(3.63) 式 便 得 到 更 精确 的 С,. С. 重复 前 面 的 欠 代 过 程 求 出 更 
精确 的 r. WE rm, т, 应 用 本 章 $ 3 所 阐述 的 方法 计算 天 体 的 轨 
道 根 数 ， 

前 一 节 介绍 的 拉 普 拉 斯 方法 和 本 节 所 述 的 高 斯 方法 都 用 到 了 
MG, CATE T 的 寡 级 数 ,在 时 间 间 隔 较 大 时 收效 性 很 差 ,必然 影 
响 计算 精度 ， 因 而 这 两 种 方法 用 于 短 弧 正定 轨 较 好 。 此 外 要 注意 
的 是 如 果 由 观测 资料 计算 得 到 的 (一)、(V, 一 Vi)、 (U, — 
U). (У,— Va) 等 是 小 量 出 (3.56) 解 z, х, 的 精度 便 降低 (有 效 
数字 损失 ) 甚至 无 法 计算 ， 这 时 可 考虑 将 基本 方程 形式 作 适 当 改 
Ж, 


57 Стан Н й (Баженов) 方法 


对 于 人 造 卫 星 来 说 ， 通 过 精确 地 测定 卫星 过 某 一 纬 圈 的 时 刻 
进而 定 出 卫星 的 运行 局 期 和 轨道 半 长 径 。 是 不 困难 的 ， 本 节 将 介 
绍 一 种 已 知 « 值 的 巴 日 诺 夫 定 轨 法 ， 这 是 入 造 卫 星 轨 道 计算 的 常 
用 方法 之 一 , 它 与 前 面 两 节 中 所 介绍 的 方法 相 比 较 ,其 明显 的 优点 
是 避免 了 求 忆 和 G， 因 而 不 受 观 而 弧 段 长 短 的 醒 直 ， 事 实 上 弧 段 
太 短 必然 影响 定 轨 的 精度 。 

1 基本 方程 

将 轨道 平面 方程 (2.6) 写成 : 

gz+ by+ z —0, (3.68) 


` 80- 


Жир 8、 是 轨道 很 数 i、8 的 函数 : . 


А = = sin Огап? 
(3.69) 


iss i 
= = — cos tani 


(注意 : 这 里 的 4、8、C 是 角 动 量 的 三 个 分 最 ,而 不 代表 和 角 动 
ш.) 





车 令 m=gi t hj+ k, (3.70) 
WA n ° r = 0. (3.71) 
从 (3.39) 式 有 : 
о 126 me R) п. № 
М L, m: Li пас L, 
— _ X. + Y + Z, (3.72) 


bet mtr 
‚ ”于 星 作 椭圆 运动 时 三 次 观测 中 的 任意 两 次 都 可 级 成 一 个 朗 贝 
特 方程: 


ба, в;, 6:) = пт, — (в, — sinei) + (8, — іад) = 0, 








(3.73) 
其 中 
Ti = h — his 5-2: [кта 
2 аа 
г 3.74 
ас 6274) 
2 4а 
в, = |1. — т 


下 标 i I k= 1.2.3, A гата k> 
f(as в,,8,) R a. е, 5 的 一 个 函数 ,其 值 为 零 ， 从 表面 看 
(3.73) 有 三 个 方程 , 伺 只 有 两 个 是 独立 的 ,其 中 任意 一 个 可 由 其 他 
ЛУНЕН. А, 和 L, 是 已 知 值 , (3.72) Ж: (3.73) 联 立 是 含有 五 个 
ЖАН л. е, о, 的 五 个 方程 。 从 理论 上 说 可 求 出 p;、 g h, 但 这 一 
方程 组 是 极 复杂 的 趋 越 方 程 ， 我 们 册 微 分 改进 康 理 逐 次 远 代 求 入 
? 91 ° 


АЕ. 当 。 为 已 知 时 Са, siy 2) BER s ЗВ, РИМ 
Ж r, (Ж о) 的 函数 ， 由 (3.72) 看 出 它 是 人 8 的 函数 ,所 以 记 作 
Се Б). РУБИН Cos ho) 将 В) 在 Саз, Б) 作 台 劳 


展开 得 ; 
(9), e+ (e). Ah = — воњ) 
(3.75 
С Ea (aneio 
(3.75) 式 是 已 知 * 值 的 巴 日 诺 夫 方法 的 基本 方程 , 只 要 能 求 出 
(09) (=), 通过 (3.75) 解 出 Ar, ДЬ 就 能 不 断 修正 8、 h. 


之 关于 总、 的 计算 

















-H 司 Жу g ч 4 求 偏 导 得 : 
S - а cosà) 2% ~ (Гане) 8E) 
зы a ‚ (326) 
д}, дв, Ре 
Я а она) 2 —(1— cose) PE ` 
ЖШН. 
дє, ___1 ( ôr. г) 
дв 2азір в; VƏg ôg ôg 
Əs, ` 1 (ôr; д даг 
Ө T asina, (бр © Ög T 5) GI 
ðs 1 (21+ + 9% + 2) Е у 
95 Зазіпв; Oh 
д, 1 Ör; Or, до; 
55 — asin ð; (ве + ðh 5%) 
并 且 
ó _r.ar_r.aR+or)_r' 工 api 
дё r ôg r д g (3.78) 
ôr r dr г ƏR + оі) . L 8, кыы 
Tr O” r дА ` r 
从 (3.72) 有 : 


„+ 
































8g 1-п ôg (L - п) ôg 
aý Rm у \8љ 
Tal E-m 1) 
г. 0% 
L.n. б,” 
所 以 =, 
е n (3.79) 
дг y 
同 理 Siak T 
(3.79) КА (4.78) 式 得 : 
Ө жє ж 
ôg r L .n, 
2 КЫШ. (3.80) 
@% r Lim 
А аа Ir, — ri 得 : 
да, _ o; (Әг Әү о; (у д, 8, 
pa = 9: ЭТ. — 01, Орк —у м 
ôg (和 a) а, (a Og 192). 
将 (3.79) 式 代 人 上 式 
Ba що: (L, io L, 
б а бл тоң) (381) 
да а; У > F i 
да L Ta L.L 


38 (3.80), (3.81) ЖИРА (3.77) 式 , 然 后 再 代 人 《3.76) 式 。 最 后 
+ 


Di (0,4, ~ V.B.) ү” 











де `" 
x 
+ (0,4, — У.В) р. п; 
A ар > (3.82) 
2 = (UA; — V. ви) 2! 
дА Udi т л 


У, | 
+ Оа, У) m 


Bi 





其 中 





Ln 1 5 
М, — — tan 2 м. i ча 
U, = M. — М, V, = M. + N, 
A, =": L, A. noh, |. (3.83) 
r, г. 
patki ye 
z, а; 
З. 迭代 计算 g, h HI 


首先 估计 一 个 初 值 gp, 通过 (3.70) 式 得 到 no, 由 (3.72) 求 出 
ог, 从 而 得 到 r, 和 o， 于 是 从 (3.74) 式 可 计算 er d ,再 由 (3.83) 式 


计算 Us, Vi, Ajs Ау, Bu, Ba 等 ,它们 代入 (3.82) 算出 E 
中 ， 再 解 方程 3.75) 得 到 Az. Ah, BE г. КМШ, ү 


жалын a. g. 

4. 关于 轨道 根 数 的 求 出 

从 上 面 的 交代 计算 过 程 中 我 们 已 算出 六 ， 因 此 可 以 用 $4 的 
方法 确定 轨道 ,也 可 以 直接 利用 前 面 算出 的 8,# 代 入 《3.69) 式 求 
出 根 数 i、0， 此 外 
у ecos Ë, == есоѕ| E, — (Е, — Е,)) 

= ecos E,cos (E, ~ Е.) 
+ esin E, sin (Е, — Ёз), 


ео] 


sin (в, — 42) 





所 以 еза E, = 


ecosE => 1— 71 
а 


(3.84) 
由 (3.84) 得 。、E,, 从 而 求 出 a HAREA М, ЖКА h. 
从 图 (3-3) 看 出 : 


` 84 2 





图 3-3 


ть Sin m 一 түзїпбү/ sin š 
= z,Í sin; 
| . (3.85) 
тусо м, = гусоз (и — @) сов 8, 
— <x,cos Q + y, sin Q 


从 (3.857 解 得 a, Д o = a — h. 


s8 抛物 线 轨 道 计 算 一 一 奥 尔 贝斯 
(Olbers) 方法 


多 数 彗 星 的 轨道 接近 抛物 线 ， 本 节 介 绍 的 奥 尔 贝 斯 方法 可 用 
Раа, 

1 奥 尔 贝斯 方程 

抛物 线 运动 应 满足 欧 拉 方 程 (3.15)， 取 适当 的 时 间 单 位 使 
n=l, ДТ a 时刻 的 mm、 六 构成 的 欧 拉 方 程 是 


sam nt ofhi pe = ети 


其 中 отв ШМ £= — жй, ЕД 
a+” 和 (1— у о. 于 是 有 : 


= („+ [з --&°- а ау. ]. 








2. _ 
ап 205 Иво 


. 5. 





P — 7, (3.87) 





==- 


4+ т =. -10 
(эвт) и» Яо, Z EWT NEA 
Жл БЕЗ: 
£= ан онр вы? зс, (388) 


Ж (3.88) КЛ (3.87) 右 端 , КЕЙ ТАО КАРААР в. 
as, Өз” 等 ,其 结果 是 : 


а = 1, = №, a= 2 
384 уво) 
59 Ө 
ami сео се 
ия s 
iat l+ ж ++ ...... › (3.90) 
假如 ?已 知 ,由 (3.90) 求 出 М Hnn ок 
И + үт + „өө ), 
г š i (3.91) 


o КЕ 4 ERA АЯ — ЮАР ЕКИ. 

此 外 ,对 于 抛物 线 轨道 ,三 次 观测 值 仍 应 满足 几何 条 性 3.39) 
HA (3.52) 式 ,因而 和 $6 节 记 介绍 的 高 斯 方法 一 样 (r;, r) 和 
(т, r) 组 成 的 三 角形 面积 与 (ri rs) 组 成 的 三 角形 面积 之 比 全 
Ca С, 为 А 
c =m вр +т 工厂 一 я 1 Gra Paya dr; ь +... 








6 5 4 т) dt 
ІА 175—8 L (тр тиз — ri) dr, d 
c= zh +ç T ++ Е Б +] 
кы 92) 
假定 三 次 观测 的 时 间 闻 隔 较 短 ， “基本 时 线性 变化 ,dd 5. г яд 


赂 , 则 有 ; 


. 86» 


r= r, + +з “nlr tn = 


A (3.93) 
dr, 
r = r, + уы tn 
由 (3.93) 解 出 : 
NN Бал BE Ашы n, (3.94) 
de э—1 т, 
not dr. 


1 
ие А +в) — 
I z” т 2 d 


1 m + r; rs — г) 
- (06+ 1-29 = 3.95 
2 (r, „ s: Sm: 小 ( ) 


将 (3. R 式 和 (3.95) RARA (392) 5, ME: 
сев [1+4 ай intant) 





п 3 (ntr) т 
fs — Er ] 
хуу С . 
р . .96 
с, Z W | + 4 пои Абит) (3.96) 
т, 3 (ntny ол 
š п-т 
хб кт ] 
由 开 和 БУРК 都 为 小 量 , 故 上 式 右 边 第 三 项 可 忽略 , 则 
С.т % ыы + s 1 
с. а 3 т, буны" 97) 


如 果 近 似 地 认为 n 是 4 和 5 之 中 间 时 刻 ， 则 五 十 三 一 0， 所 以 
有 : 


с, Ts mi 
аа. 3.98 
с, т ‹ ) 


令 R(X, Y, Z) 表示 太阳 的 地 心 位 置 ，(3.39) 式 应 为 r 一 
р Е RAGS: 
— R,= Ср В) + Cp №), 


. 17° 





即 Cial, — mli + Gøl, — C.R, — R + C.R. (3.99) 


定义 一 个 单位 矢量 Pla, b, с), E PEE L AR, 满足 P = 
L, x R,, MI 


P . L, = ch, + Бш + cu; = 0 Ь (3.100) 
P- R= oX, + bY, + Z, = 0 
从 (3.100) 式 解 得 : 
a:b:0 = (Z, — һү): (X, — ,⁄2): (МУ, 一 X), 
可 取 a= mZ ~ ВУ, 
= vX,— hZ р, (3.101) 


e= L,Y, — mX 
将 (3.997 两 边 点 乘 P, 并 利用 (3.100) 的 结果 得 : w. 
C.L P + Суз. P= С.Р. R, + С.Р. №. 





%: 
A = Р.І, 
в, = P - R, u-n? (3.102) 
则 Cip4 + Cip4 — C.B, + СВ. (3.103) 
ЖАП о, 与 о 的 关系 式 : 
р = Mo + m (3.104) 
其 中 и- - S.A 
С, д. 
(3.105) 


ma rE B, + B,) 

(3.104) ХКК Е, m 是 小 量 ,因为 

B/C B 

aea Eta) 
в, _ P- R. _ (L, x R) ` R. 
в, Р.В, (L X R,) - № 
_— R Хх № _ N. 
R, x R. Na 


Ха 是 地 球 在 运动 过 程 中 R, R, 组 成 的 三 角形 面积 与 R.. R 
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— a 


Na _ 


组 成 的 三 анон. 因此 在 第 一 次 近似 计算 中 可 令 = 
-一 г 这 样 m 近 似 为 等, 于 是 在 第 一 次 近似 中 取 : 


т 

о з= Ма (3.106) 
2. r, n 的 迭代 计算 . 
首先 取 一 个 p 的 初 值 , 并 且 认 为 m — 0, ЖЗ (3.106) 算出 
о» 进而 求 出 ra r, 和 弦 长 о, 一 т r) 这 里 下 脚 标 g ЖАИ 
几何 方法 得 到 的 ， 另 一 方面 利用 现 有 的 m、m 计算 % 并 通过 
《3.90) 式 算出 所 (或 查 -的 表 )。 进 而 通过 АЖ т. т 组 
ЖЕК са, WE m、m EHAN On n 也 是 精确 的 ) 那 么 由 力 
学 条 件 求 出 的 弦 长 应 与 几何 条 件 求 出 的 弦 长 相等 , 即 vs 一 о, Ж 
际 上 因为 初 值 o ЖАЙ, с. cx。 为 了 得 到 较 精确 的 m， 我 们 ' 
可 以 估计 几 个 不 同 的 o 1А, 算出 几 组 Ac 一 04 一 о, RAAR 
性 内 插 法 反 求 出 一 个 使 Ac 一 0 的 o 值 作为 精确 值 ， 再 如 前 面 
所 说 的 求 出 m、r， 用 它们 来 计算 抛物 线 的 第 一 次 近似 的 轨道 根 

Ж. 
如 果 asn 与 n — n 几乎 相等 ,那么 用 第 一 次 近似 的 结果 
nn、?: 算 得 的 轨道 根 数 已 足够 精确 。 如 若 不 能 达到 精度 标准 ,可 用 
第 一 PERRIS т, Fa P P Am РУЗ т, AET 


(3.97) ҳижо, с 再 通过 (3.105) 式 计算 М. т, ПЕ А 


代 过 程 求 出 第 二 kispe 六 、r， 一 般 说 用 第 二 次 近似 结果 计算 
轨道 根 数 已 足 精 确 . 

需要 说 明 的 是 如 果 由 (3.103) 式 计算 的 4 是 小 量 (L, 55 P 
жей, К, Ln L, 共 面 ),(3.1057 出 现 小 分 母 , 影 响 严 的 精度 ,这 
时 , 奥 尔 贝斯 方程 可 作 适 当 改 变 ,譬如 使 定义 的 辅助 量 呈 季 直 Ln 
从 而 得 到 ps 与 p 的 关系 这样 相应 的 方程 (3.105) 不 再 有 小 分 
+. 


$9 轨道 改进 


由 于 摄 动 的 影响 .天体 的 真实 轨道 是 随时 间 变 化 的 ,这 变化 可 
概括 成 长 期 变化 和 周期 变化 。 习 惯 上 用 。 代 表 轨 道 根 数 、 任 意 时 
刻 的 根 数 - ol#) 应 是 ; 

ea 人 一 am 十 co 十 ao 十 om 十 (3.107) 
(3.107) 式 中 а” КНАН, НН, оо, 
am 和 at 代表 长 期 变化 项 系数 和 周期 变化 项 , 原则 上 这 些 系数 
可 根据 摄 动 理论 计算 得 到 。 用 (3.107) 式 预 推 的 根 数 是 不 精确 的 。 
首先 因为 用 来 计算 初 轨 的 观测 资料 不 精确 。 而 且 计算 初 轨 时 也 未 
, 考 砌 摄 动 影响 ， 其 次 由 于 摄 动因 素 考 虑 不 周全 以 及 摄 动 计算 的 误 
ЕВ оо, оо 等 也 不 精确 、 根 数 "的 误差 是 : 

ACE) = Асе + Даз + Дор + - :(3.108) 
需要 用 大 芋 的 观测 资料 对 轨道 进行 改选。 

下 微分 改进 原理 

当 某 天 体 的 轨道 根 数 是 已 知 时 ， 可 由 理论 计算 出 任意 时 记 的 
WA , 赤 纬 , 记 作 a.、5,( 计 算 值 或 妊 表 值 ). 通 过 观测 也 可 得 到 这 一 
时 刻 的 赤 经 , ЖБ (ао 80), (а, 5.) 与 《oo h) ZAARA Ao 一 
m 一 ww，A6 一 60 一 3. 分 析 产 生 残 差 的 原因 有 以 下 几 方 面 : 

@ 轨 道 根 数 的 误差 引起 的 , 记 作 (Aa),、(A8), 

图 如 果 对 象 是 太阳 系 的 行星 , 小 行星 , 观测 在 地 球 上 进行 ,地 
球 轨道 根 数 的 误差 也 将 造成 残 差 , 记 作 《Ar)s、(A83)a。 

图 星 表 值 是 相对 某 一 参考 系 (如 FK,) 的 ,那么 总 的 残 差 中 应 
包含 该 参 考 系 的 零点 误差 记 作 Am, Ад, 

图 某 些 天 文 常数 的 误差 造成 a、 5 的 误差 

@ 观 测 本 身 有 系统 误差 各 偶然 误差 ， 不 过 系统 误差 可 改进 ， 
偶然 误差 可 通过 大 量 的 观测 来 消除 。 

ШАД Ф. ® 两 方面 原因 。 则 有 

Да — Am + (Да), + (Аа) 


+ 90 


Ад — Að + (А8), + (8) 
ан Ае 平方 项 和 高 次 项 


да 
(Aa), > a 


ГУН 
=з Оо 
对 于 (Aa)s. (АЗ; 形式 相同 。 所 以 
а эсе, 
Aa — Ао + У) Z%Ag, + У) Z Ag; 
‘=1 до ‘= до 
‚ (3.109) 
5% 08. > д8 An 
As 一 Аб + > боло + > аА 





其 中 ОВОИ И, Aa, до 是 已 知 什 2a 2 等 可 通 


过 天 体力 学 的 有 关公 式 求 出， 从 (3.109) 式 用 最 小 二 生 法 可 求 出 
轨道 根 数 的 改正 值 和 参考 耸 标 系 的 等 点 改正 。 为 讲 清原 理 , 将 
(3.109) 式 简化 为 

Aa 一 212 до. До 


=з до; 


3 (3.110) 
A6 一 $ 22 = z Аа 


根据 最 小 二 乘 原 理 RE 
У) (овда + 48) 一 最 小 - 


于 是 将 (3.110) 式 改写 成 : 


созёДа 一 cosa 5 8 Ао, ] 
тет (3.11) 


A5 一 Xs 


假如 有 ”次 观测 ,每 次 观测 得 到 一 组 (Ac, Аз) 于 是 可 例 出 2z 个 


PET 


条 和 件 方程 : 








= 8, э. 
бо, aç, 
20. д5, PEN 
А 5. Ea 
аб, ; i 
| 3. в |. 
ав, |_ Кл 3 
«буйда, ра 
аб, Аа, соз й, боё ае 
‹ ба, да, _... 
cos „да, соз бз о Сы 
‚ое а,б. 





@.112) 


天 体 的 赤 经 。 和 赤 缔 3 与 轨道 根 数 的 函数 关系 很 复杂 ， 歼 直接 求 
naiz, бе 难以 实现 ,可 用 直角 从 标的 交差 Ar (Az, Ay, Az) 
与 ле 的 关系 Ar 一 51 aras 作为 过 渡 . 

-i 


2.97 的 求 出 
до 
; Ы а, ele = sinp), i Q. о, Мо nlio — т) 作为 六 个 轨 
ЖЖ: 
Фу а 的 偏 导 : 
ае о (зиз) 


да 
其 中 (Z) 表示 r а a 的 部 分 对 a RAS REIDA 





ЖЕШИКА (3.113348; 
97 EN E $: 
ы | Я Cie (3.114) 
@ 对 。( 或 p) 的 含 导 — 
= дт 


(3.115) 


H (2.37) 





EP + ayl — € cos EQ, 


Әт 一 2 sin 
дЕ 
BE _азйпЕ 
р де Жут 
ЩЕ=Ж КА. (3:115) 得 : 
[- ap- ЗАР Q+ Lag]. (3б) 


从 (237), (2.38) 两 式 我 们 可 得 ; 
PaE, sË , ; 
' ЕЗ (3.117) 





зїп Ё cos Е — 
= Bert S: 
ы эта” no 1 е 
# (3.117) АКЛ (3.116) 式 ,并 经 整理 得 : 
(3.118) 





其 中 


„эз, 








к Е (уш а есовЕ), 





nVi—e 
ôr дт де _ 1 ; 
Б Эф де ке (Hr + K+). | (3.119) 
тї Mo 的 偏 导 很 易 求 出 2 因 M = nl — x) + м, 所 以 
дт -ar 一 站. (3.120) 
эм. OM n 


图 еі. 0. o 的 偏 导 
根 数 i、 0 о 的 变化 可 看 作 轨 道 在 空间 的 转动 。 假 定 轨道 
绕 空中 某 一 瞬时 轴 旋 转 Аф 角 《 注 意 这 里 的 角度 是 一 矢量 ， 即 
Aé 一 Аф}, 是 垂直 АФ 的 一 单位 向 量 。Ay 以 逆 时 针 为 正 ) 那 
ФКК д’ 为 
Ar = дфх t = Apj X r, 


dr А 9 
й аз l x r. (8.121) 


ЖА. N 和 大 分 别 表示 轨道 平面 的 靶 线 方向 , 升 交点 方向 和 = 轴 
方向 的 单位 向 量 ， 即 


sinQ вів? cos Q o 
Е =} n-a) -() 
сові š ° i 


根据 (3.121) PRH: 


zsin Q 
а 28050 } (3.122) 
усо 0 — và Q 
ог 
веке) (3.123) 
0 
一 zcosg sini — усозі 
z Койу -( zcosi — zsin Q sini | (3.124) 
ysin sini + zcosQ sin; 


9+ 


x # 
+{|н| y |+ к| у || 2“ 
[== 
ж жзїп Q => 
(ме —zcosQ ЕН 
жу» ycosQ — x sin Q 0 
—=z cos 9 sinj 一 ycosi 
4 хсозі — z sin Q sini )= (3.425) 
узіп Q sin í + xcosQ sini 


3. Ar 与 Aa, 45 之 关系 
由 (3.33) 式 p = r — R, 所 以 


pcos асозд p. х х 
oj 人 (小 Ү |, (3.126) 
psin б ps z \7 I 


上 式 两 端 微分 得 ; 


ApcosacosƏ 一 psin асоѕ8Да 一 pcosasin 8A8 == Ap, | 





Apsin acos8 + осоѕасозбДа — psin asin 8A8 = Ар, 


Apsin ð + рсоз8Ад = Ap, 
š (3.127) 
由 (3.117) 得 : 
создДа 1/ һа cosa 0 
( АЗ ) ЕЗ ае —sinasinð a 
Ах АХ 
х [和 -人 J (3.128) 
Аз’ AZ 





(Ағ, Ay, Az) 已 由 (3125) аш, йшй ШОН Т As T 
. 5. 





插 而 言 是 测 站 的 位 置 ) 能 精确 地 确定 ， 故 若 АХ 一 AY 一 AZ = 
0, ДЖ (3.125) 代 人 《3.128) 最 后 得 轨道 改进 的 条 件 方程 


(КҮ 1( — sina cosa 0 ) 
Аё D \—созпйпё —sinasinë согд; 


和 人 
Heils 
E 


— cos Q sin í 一 ycosi 
十 | х ps xcosi — zsinQsini |Аор. 


0 








\ysin О sin i + zcos О sin ñ, 

(3.129) ` 
Ж n КЖ, Ин (3.129) 可 列 出 2» 个 条 件 方程 , 若 待 改进 的 参数 
B 6 个 初始 根 数 ww) 似 外 还 有 长 期 摄 动 项 的 系数 ot. доо 和 
地 球 的 轨道 根 数 ,参考 系 的 零点 改进 Am Адо 等 , 则 必须 24 22 зь 
5 为 竺 改进 的 参数 的 个 数 。 





第 四 章 入 体 问 题 


将 和 N 个 天 体 看 作 质 点 《质量 全 部 集中 于 质心 ), 研究 它们 在 相 ' 
互 引力 作用 下 的 动力 学 问题 称 作 入 体 问题 或 多 体 问题 。 在 太阳 系 ， 
各 成 员 之 冶 的 距离 是 如 此 之 大 ,以致 它们 本 身体 积 之 大 小 可 忽略 
不 计 ， 记 以 太阳 系 是 一 个 多 体 问题 。 某 些 星 团 和 星 协 也 可 以 看 作 
一 个 大 NN 体 问题 、 在 入 体 河 题 中 只 及 二 2 的 二 体 问题 得 到 完全 
解 ,这 在 第 二 章 已 作 详 细 讨 论 。 三 体 以 上 的 N 休 问题 目前 只 能 有 
近似 的 解 或 其 些 定性 的 结果 。 当 然 由 于 电子 计算 机 的 应 用 ， 用 数 
值 方法 得 到 的 心 体 问题 的 解 具有 相当 高 的 精度 ， 如 外 行星 的 坐标 
已 用 数值 方法 推算 出 四 百年 的 结果 . 





$1 运动 方程 和 存在 的 积分 


设 入 个 天 体 РР Pa 它们 的 质量 分 别 是 m. 
т эти» 它们 在 某 一 惯性 系 里 的 位 置 矢 量 是 六 mm ` 
Ta БАЕ ДАЧНОЕ Е ЕАН: 

Gmm 
ш 28, 

fii 
Җир ги 表示 Р, fü P, 2 ВН, БП ry = [ri — ‚| 按照 牛顿 第 
二 运动 定律 ,任意 一 个 品 天 体 的 运动 方程 可 写成 : 

тё = G > mem (г; — ri), (4.1) 
ia Fir 
СЖ: ЖЕ iœ i). 

ЖЖ: 

и-6% > 4 (4.2) 


dey jaits Ti 


ичка, 是 一 个 标量 函数 , 与 天 体 相互 位 置 有 关 。 
用 力 函 数 ©, 可 将 〈4-1) 式 写 成 : 


тё = 2 : (43) 


由 (4.1) (4.3) 看 出 Y 体 系统 的 运动 方程 共有 3» 个 二 阶 微分 方 
程 , 所 以 是 6a 阶 的 。 若 存在 64 个 独立 积分 : 


ту DC » Св.) = 0, (44) 


@<—1,2,---+ s 6з,), 其 中 C 为 独立 的 积分 常数 ,它们 仅 依 巾 
于 天 体 初始 时 刻 的 位 置 和 速度 。 因 此 入 体系 统 中 任意 天 体 的 位 置 
т 和 速度 过 都 可 由 《4.4) 式 解 出 ,它们 是 时 间 * 和 积分 常数 C 的 函 
数 。 200 多 年 来 尽管 有 很 多 数学 工作 者 和 天 体力 学 工作 者 致力 于 
这 一 工作 ,但 到 目前 , 仅 找到 十 个 独立 的 积分 , 故 除 二 体 问题 外 ,其 
他 体系 统 的 求 积 分 问题 尚未 解决 。 

从 斥 体 问题 的 定义 看 出 ， 尺 体 问题 就 是 一 般 力 学 中 的 质点 组 
动力 学 问题 ,正如 理论 力学 中 所 得 出 的 结论 那样 ,整个 系统 存在 动 
量 守恒 ， 动 量 矩 ( 角 动 量 ) 守 伍 和 能 量 守恒 三 大 守恒 定律 。 下 面 我 
们 导出 这 三 类 积分 ， 

1. 动量 守恒 

将 运动 方程 (4.1) 两 端 对 i ЖЖ: 

Е С л s Gmm; (ri — т) 
рии, 
上 式 右 端 在 求 和 过 程 中 к,—т 项 与 г, — r, 相 加 为 零 , 所 以 右 
端 总 和 为 零 ， 即 





假如 天 体 的 质量 m shila] z EK RILAR 


"2 annann S. = S+ 27+ 06 





> mô — C,, (45) 


| ©, 是 积分 常数 , (4.5) 式 表明 # 个 天 体 在 相互 引力 作用 下 运动 时 ， 
它们 的 总 动量 守恒 ， 
将 (4.5) 式 再 对 时 间 积 分 得 : 


> mir, = Си + Crn (4.6) 
C, 是 又 一 积分 常数 ， 设 rc 是 N 体系 统 质心 的 位 置 矢 量 ， БИЕШ 
心 的 定义 У) mire У miri。 则 (4.6) 趟 成 为 


Mre = Си + С» (4.7) 


其 中 M 为 系统 质量 之 总 和 。(4.7) 式 表明 系统 的 质心 作 匀速 直线 
运动 如 果 质 心 作为 坐标 原点 , 则 由 (4.7) 和 (4.5) 式 得 : 


У тё = 0 
ПЕ] 


> mir, = 0, 
л 


因此 ,系统 的 运动 方程 立即 可 降低 6 阶 。 
2. ADETE 
ЖОЛЫ (АЛЛОВ В ro 并 对 i RA: 
зу, х= S уу бтм, X Tis 
同样 由 于 nxn 项 与 ri X m 之 和 为 零 , MERHABA 
零 , 积 分 后 得 : 


> mir, X р, = С, (4.8) 
C， 称 为 角 动 量 积分 常数 ， 由 此 可 见 通过 系统 的 质心 作 一 个 平面 
EET C, 该 平面 不 随 天 体 运 动 而 改变 , 故 称 不 变 平面 ,对 于 太阳 


+ 





Ж, ;过 太阳 的 这 一 平面 称 为 拉 普 拉 斯 不 变 面 ， 
заяа 
， 将 运动 方程 (4.3) 两 端点 冬 产 并 对 i 求 和 ; : > 
Emine Di T Gn 


Jas А 29, 


wo ыр ‚з, 


HUD RENE а 积分 后 得 : 


1 D туў} U + ÉE, (4.10) 
= ` 


ЕЗУ, БНВО T, 可 将 (4.10) 写作 : 
T—U=E, 

读者 自己 可 以 证 明 一 为 系统 的 总 位 能 , 故 《4.10) 式 的 物理 意义 

是 能 量 守恒 ， 至 此 , 我 们 得 到 三 个 动量 积分 (4.5), 三 个 质心 运动 

积分 (4.6), 三 个 角 动 县 积分 (4.8) 和 一 个 能 量 积分 (1.10)， 共 十 

个 积分 ,这 十 个 积分 称 作 体 问题 的 首次 积分 ( 初 积分 ), 利 用 这 十 

个 首次 积分 可 降低 N 体 问题 运动 方程 的 阶 数 。 


$2 ”相对 非 惯 性 系 的 运动 方程 


前 一 季 我 们 建立 了 N 体 系统 相对 某 一 惯性 系 的 运动 方程 , 然 
而 惯性 系 是 抽象 的 ， 绝 对 的 惯性 系 很 难 找到 .. 实际 上 经 常 选 择 某 
一 个 天 体 作为 研究 其 他 天 体 运动 的 参考 系 、 在 太阳 系 ， 太阳 总 是 
作为 讨论 行星 、 小 行星 和 茜 星 等 天 体 运动 的 参考 系 ,然而 以 太阳 为 
中 心 的 坐标 系 不 是 惯性 系 . 

根据 (4.1) 式 ,天 体 P ERDEI BE: 


пиё, 一 Sm m Tut paa Tas 
оо дай 5 





2109. 


户 的 运动 方程 是 : 


А Gmm, Стт, 
тй = "атн. E rat > ТН, 
人 7 Жа rh 





将 上 面 两 式 相 减 便 得 Р, 相对 于 Р, 的 运动 方程 : 


гит от „+ Dos (n — m), 
гі, а u rij 
(4:11) 
ra = r. r Ë P, AARDE I rú == r, — r Ру 
Tus В 
0 (үти 
д" G) r 
Im (4.11) 可 写作 ; 
u= бон m) 
t 


Ты 


ә $ l гы-гы 
а. 
按照 天 体力 学 的 习惯 记 r= r, m М, тоет, ти r 
ти == Aj, РЕКАХ 
ри, НӨН, Gai) (412) 
r jel 


(4.12) 式 中 
вуса (сар r), (413) 


з 
ij f, 


习惯 上 称 天 体 Р, 为 主星 体 ，(4.12) 式 表示 任意 一 个 相对 主星 体 
位 置 为 +, 质量 为 mm 的 天 体 , 在 主星 体 和 其 他 天 体 引力 作用 下 的 运 
动 方程 。Ri 称 为 摄 动 函数 。 它 的 意义 今后 还 要 介绍 。 从 摄 动 函数 
的 定义 (4.13) 式 看 出 在 一 个 N 体 系统 中 不 同 天 体 的 摄 动 函数 值 是 
不 相同 的 。 这 对 吾 论 研 究 时 往往 带 来 不 便 。 下 面 采用 一 种 雅 可 比 
(Jacobi) PRR 在 这 种 坐标 系 里 叉 体 系统 中 每 个 天 体 的 运动 方 


сш, 

















程 具有 对 称 ,优美 的 统一 形式 。 

ЖЖ Р. Pi、*……………、P。 构 成 N 体 系统 。 讨 论 户 运动 时 ,采用 
以 为 坐标 原点 的 一 个 直角 化 标 系 。 讨 论 运动 时 采用 以 P,P 
的 质心 为 坐标 原点 ,坐标 轴 与 前 一 坐标 轴 平 行 的 直角 坐标 ,以 此 类 
推 ,最 后 讨 沦 P。 运动 时 采用 的 直角 坐标 始 作 与 前 面 的 坐标 轴 平 行 
而 坐标 原点 位 于 Pis PaPe Р.а 的 质心 .这 种 坐标 称 之 为 
雅 可 比 坐 标 系 。 下 面 以 三 体 问题 为 例 推 导 天 体 在 雅 可 比 坐标 系 里 
的 运动 方程 ; 

P, 相对 于 Pi 的 位 置 "一 7 一 Tt， 根据 (4.3) А; 


前 一 为 一 六 





= 199. 1 3U 
т Or, тд 


即 
ж m + m ди 
А mm ôr, 
mm „ _ OU 
— m j 05, 14 
g m + т = дт,” (4.14) 


P,P 的 质心 C 在 惯性 系 o-6 叶 里 的 位 和 撩 是 re, 根据 质心 的 定义 : 
(туғ, + т), (4.15) 


1 
rc 一 一 
° ` m + т 


于 是 PAH c 的 运动 方程 是 : 


Py = P, — Fc = P, — - 





1 (тё, + mF), (4.16) 





m, + т 
由 动量 积分 得 : 
më + т, + туў, 一 0, (4.17) 
将 (4.17) RRA (4.16), WA 
д ттт ¿m m m ôU (418) 








т + т mim + ту) дт 


192, 


如 果 将 ra т; 仍 记 作 ra т, 4: - 


m m ЧЕТО ЛЕЕ, Pa P, DADI EE: 


в, = 80 
7 ör; 





au 
, 


ü 


不 难 推出 ,对 于 ”个 天 体 , 在 这 种 坐标 系 里 , 它们 的 运动 方程 是 ， 
U 


ит, = 


(4.19) 


这 里 (4.20) 





(419) 式 最 后 一 个 方程 表示 Р, НАЗ n — 1 个 天 体 的 质心 的 
运动 方程 ， 


$3 雅 可 比 公式 、A 体系 统 的 


发 散 与 碰撞 问题 
由 力 函 数 的 定义 (4.2) 式 易 证 明 : 
90 
P (4.21) 





ЖУ) таг: 为 N 体系 统 对 坐标 原点 。 的 转动 微量 , 用 工 表示 


а 


I= > тті, (4.22) 


tar 


ГИ z 求 二 次 导数 ( 设 m, 与 + 无关) 则 有 。 
1-0 тия) 


ЕТ] ‚= 


=r +z n E j 


m Ty 
这 里 了 为 系统 的 动能 , Ж (4.21) АКЛ LA: 
Ì = (2T — U) = 2(T + Е)—2(0+2Е), (4.23) 
互 表示 系统 的 总 机 被 能 。 (4.23) ЖЕ N 体 问题 的 雅 可 比 А R. 
(4.23) Ahah T GEER, ANLAR E 可 正 也 可 负 《 当 位 能 
大 于 动能 时 ) 从 (4.23) 看 出 假如 2T > U RAH T> |E| 时 
ћ> 0 B: 
за z (> mir!) > 0, 


tes 


# 4 (> тї) BAR + 无限 增 大 ， 这 说 明 至 少 有 一 个 天 休 
的 随 着 时 间 无 限 地 增 大 。 这 时 系统 是 发 数 的 ， 因 此 要 使 N Ж 
系统 不 发 散 (没有 一 个 天 休 随 着 :的 增 大 而 运动 到 无 限 远 的 空间 
去 ), 则 必须 满足 Е<0, IEl>T. 这 是 一 个 必要 条 件 ,并 


非 充分 条 件 ,因为 若 了 < 4 > тут} 随 # 而 减 小 ， 但 这 并 不 


排除 系统 中 有 些 天 体 的 > жп, 故 系统 仍 是 不 稳定 的 。 

我 们 再 转 到 体 问题 中 的 磁 挤 问题 ，N 体 问题 的 磁 擅 与 这 系 
统 的 角 动量 有 关 , 对 这 个 问题 的 研究 结果 ,将 在 下 面 介绍 的 宋 德 曼 
(Sundman) 定理 中 给 出 。 在 证 明 这 个 定理 之 前 ; 我 们 先 叙 述 两 个 
引 理 。 


-te 


Ф f(x) 是 定义 在 a< z< > рКа, НИЯ 
IG) > о, Р 0) 2 0, # 006) — 0, 则 有 FG) < 0. 

ШЕ: 在 区 间 le, $] 之 内 任 找 一 点 C， 若 在 该 点 1(C) > 0, 
则 函数 JG) 在 该 点 递增 ， 又 因 КБ) 一 0 ВЕ 1С, 51 之 内 
有 一 点 4 使 f(4) <0, 则 必 在 [C, 4) 之 闻 必 有 一 点 。， 使 
Ге) =0, F) <0, 这 与 所 给 条 件 六 (x) > 0 矛盾， 故 引 理 
得 证 。 

Фй a= D,a, ве h, се Dob 

= reri x 
则 有 
С&л.В, (4.24) 

(4.24) 式 称 为 柯 西 (Cauchy) REA: 

ШЕ: 

A-B= Уа УВ = аы + 212145 


在 = = то]: 
Н i k i 


ы» (> аһу = ад + 5] z “bib, 
& 


ГЕ! * 


则 
АВС = У) У) (ob - оңа) 


4 


У] (210; – ава, 


C < 4. B. 
L REITER 
根据 (4.8) 式 我 们 有 ; 
„105, 





. Д 
CGS Ут], х vl < У) тии» 
п л 


- уе. йы 


上 式 中 с, 为 系统 的 总 角 动 量 С, 的 模 。 根 据 柯 西 不 等 式 (4.247 
A: 


G< У тп У) mel ит, 


又 由 (4.23) 得 : 
Ci< ЦІ —2E), (4.25) 
(4.25) 称 为 宋 德 曼 不 等 式 。 
2. REREH 


入 个 质点 不 可 能 发 生 全 磁 擅 ,除非 系统 的 角 动 量 为 零 。 
证 :将 坐标 的 原点 选择 在 系统 的 质心 , 则 


Em — ту = x> mir; —2,$ mr, +r Em 
ia -i ча л 
1+ Мт}, 
其 中 м — }] m, НАЕ mo 并 对 ЖАН 


У) meri — IM + M Ў) mr — ИМ, (426) 
= 


ЗЕЕ! 


若 系统 全 融 撞 ， 则 mi 0, 104.26) К г ->0 但 这 是 不 可 能 
的 ,因为 

Ф Ес 时 rs 一 0, 120, (42) 4,0-0, 又 
由 (4.23) 知 1 оо, PREK ЕЖА, Мага 时 
有 : 

i>i, 
将 上 面 的 不 等 式 积分 两 次 得 : 
ие +в, (4.27). 


. 106° 


A B 为 积分 常数 。 由 (4.27) 看 出 当 + 一 co 了 时? — оо, НЯ 
№ ТОРЕ, ИМ 体系 统 不 可 能 当 * оо. 

Ф Ern i} ла 0, М I— 0, Ио, 1-* оо. 于 
ЕЕЕ НЩ сес НВ 1>0, X 12>0, Wi 
根据 引 理 1, 一 + 之 0 则 — 17 之 0。 将 (4.25) 式 两 端 乘 以 iT 
得 ; 

= tcg — IF (1—2E)—= 2ЕЇ — И, 
上 式 两 端 对 # 积分 (: > n) 得 : 
Char < 281 — T P + K <2El + K, 


玉 为 积分 常数 ， 故 有 : 

2E1 + K 

гете (4.28) 
Вг М 7—0, ШГ! оо, WJ C,—0, 但 C, 为 常数 , 故 
只 能 С, 一 0， 否则 将 不 会 出 现 га 时 rw 一 0 的 情况 。 


c< 


$4 三 体 问题 及 其 特 解 


二 体 问题 是 一 个 可 积 系统 ， 它 已 得 到 完满 的 解决 〈 第 二 章 内 
容 ), 而 三 体 问题 的 情况 则 完全 不 同 。 由 (4.3) 式 看 出 三 体 问题 的 
运动 方程 是 十 八 阶 的 ,其 完全 解 应 有 十 八 个 独立 的 首次 积分 ИМЕ 
ЖЕУ 中 得 到 十 个 经 典 积分 外 ,还 需 有 八 个 独立 积分 才能 得 到 三 
体系 统 的 完全 解 。 历 史上 曾经 有 许多 著名 的 数学 家 和 力学 家 对 严 
格 解 三 体 问题 作 过 大 最 研究 。 1772 年 拉 格 朗 日 用 消除 自 变量 和 
交点 经 度 的 方法 将 运动 方程 降 至 六 阶 ， 1843 年 雅 可 比 从 理论 上 证 
了 明了 如 果 除 两 个 积分 外 ， 其 余 积分 能 找到 ， 那 么 三 体 问 题 可 积 . 
因此 不 少 人 想 通 过 寻找 新 积分 的 方法 继续 降低 三 体 问题 的 阶 数 
以 求 得 问题 的 进一步 解决 。 然而 一 直 没 有 成 功 。 1887 年 布 伦 斯 
(Bruns) 证 明 歼 十 个 经 典 积分 外 三 估 问 题 不 再 存在 其 他 的 代数 积 
2%, 1889 EMK (Poincaré) 又 证 明 新 的 单 值 解析 积分 也 不 存 


++ 


在 。 1941 年 西 格 尔 《C. L. Sieqel) ПЕНДЕ ИША EE ЕН 
题 除 雅 可 比 积 分 外 不 存在 新 的 代数 积分 。 如 此 看 来 用 找 新 积分 的 
方法 解 三 体 问题 的 前 景 渺茫 .不 过 前 面 所 述 的 一 些 结论 都 是 在 一 
定 条 件 之 下 得 到 的 ,因此 找 新 积分 的 途径 还 是 值得 继续 探讨 的 。 
假设 Par Pn Р, 是 三 个 具有 任意 质量 m. n, m 的 天 体 ， 
它们 不 受 其 他 外 力 ， 在 相互 的 引力 作用 下 运动 。 以 它们 的 质心 
为 原点 ,建立 一 个 惯性 系 o-Snl, 使 n PES P Pa P AER 
平面 重合 ,天 体 PA 一 1, 2, 3) 在 该 坐标 系 的 运动 方程 是 : 
ау 
ay [5 
р | =| sr |, (4.29) 
E дт, 
0 
其 中 y- «е. + =), Au 一 mi 一 ri 
i 
小 is isk, 
k 
ИХ» 。 为 原点 ,建立 一 旋转 坐标 系 о-хук, т 为 旋转 轴 。 
并 与 9 灿 重 合 , 若 旋转 角速度 是 n, ШЕЕ Ж отб 与 旋转 系 o- 


хуз 的 关系 是 : 
Н x 
| -人 (4.30) 
[4 \= 
其 中 созт —simnm 0 
(5 соз тї 中 (4.31) 
0 0 £ 
H (4.302348: 


š = £ 
E-e к 
‹ x # 


1б: 


£, — 2а), — хц = x 


Jit 204, — my = Bo (4.33) 


现在 ， 让 我 们 寻找 一 组 在 旋转 坐标 系 里 的 常数 解 ， 即 满足 з, 一 
з= == => = 2; == 0 的 解 , 则 由 (4.33) Ri: 


(4.34) 
Г — Py = 9 
上 式 的 矢 最 形式 为 š 
OV Й 
— ят, T’ (4.34) 
也 就 是 : 
22 mÀ, miAy 
п (ть + mau), 
же о Сд), в a, (4.35) 
т n 
R тусе — отд – от.А,, 
= pmr, — ri) + olr ~ ti), 
或 (1— рт — өт;)ғ + omr; + отут; == Yy 
ERRERA: $ 


(1 — mp, 一 те), + mor, + mor. = 0 
(1 — mp — mo:)r: + mør: + mor =0}, (4.36) 
(Е — m. — тър) + mor + mor, = 0 
мон: 
s F 一 一 26 (тит + тту), (4.37) 
э 


19 





将 (4.37) 式 代 人 《〈4.36) 的 第 一 式 得 : 

{1 一 яр, 一 тур, 一 тар) 十 тыру — ради; = 0, (4.38) 
ЖР. Pa P, 不 在 同一 直线 上 , 则 r, 与 r, 线性 无 关 ,(4.38) 式 中 
的 r ЖУ ЖЕ, ЖЕЙ P; 一 P 同 理 若 将 (4.37) 式 代 人 (4.36) 
的 第 二 式 或 第 三 式 还 可 得 д-р, ТЕЖ e= ps 一 py， 再 由 
《4.38) 起 中 r ЖЗ: 

1 
p= м’ (4.39) 


其 中 M — m + m, + т, 这样 从 (4.35) 式 不 难得 到 
Au 一 An 一 An 一 (szy -,, (4.40) 


(4.40) 式 说 明 这 种 特 解 使 三 体 始终 保持 一 个 等 边 三 角形 ， 故 称 等 
边 三 个 解 、 假 如 ”> 是 常数 ， 则 7 为 常数 ， 这 时 三 个 天 体 绕 它们 的 
共同 质心 各 自作 等 速 娘 运动 ， 而 它们 的 相对 位 置 始 终 保持 等 边 三 
角形 、 更 一 般 的 情况 是 三 个 天 体 相 对 于 它们 的 质心 的 轨道 是 椭圆 
《或 其 他 的 圆锥 曲线 )。 由 (〈4.347 和 (4.40) 式 , Р, 的 运动 方程 可 写 
R: 





ñ = © (mAn + д), (4.41) 

又 利用 (4.37) 得 : 
Mr, + mr; — ri) + mkr, — r) — 0, 

Mr, + тА, + тА. = 0, (4.42) 

в 42) 式 代入 (4.41) 式 得 : 
P = — M Tis (4.43) 
r 

从 (4.42) 式 得 : 


М = miAl + mAh + 2т,т›А,,, А, = riMi (4.44) 
其 中 Mi 一 m; + m+ mim, 由 (4.44) 得 : 


M 
-— 4.45 
a м, т Ç › 


«ие 


《4.45) 式 代 人 (4.43)] 式 得 : 

СМ} т 
i мп 

上 式 表 明天 体 P, 的 运动 方程 与 二 体 问题 的 运动 方程 (2.4) RM 
Ж (4.46) 式 的 解 为 一 个 加 锥 曲线 。 同 理 可 得 Pa Р, 的 运动 方程 
是 : 


Ў = — 


(4.46) 





# ~ СМ: т. 

M: п 

к Ж ; (4.47) 
_ т 
"т-ти я 


其 中 М, Vm т + тт, М, — V mi + mà + mim. 
方程 (4.46) .《4.47) 说 明 作 圆锥 曲线 运动 的 三 个 天 体 ,它们 存在 等 
边 三 角形 的 特 解 如 图 (4-17.。 


ту 


т, 
Я 4-1 
З-ВЖЯЕЕХИ РС, 0), Р(х, 0), Р(х, 0), ЗЕМ 


一 直线 上 且 z <x,<x, W| Аат, Дь x — x, 
Au = x. а, НОЗЕ: 
-Pr — G — + — 
5 (х. n) | слу 
a ЕК... EOE Oui ЧУ 
а s| +G =Y 


эп. 


ж Âe 一 ps И дата, д. = со, As = (1 +0) Ж 


中 = 为 任意 正 数 。 于 是 由 (4.43) 得 : 
- т; + ml + р)? (4.49) 


тб + ру? + тот? 
Жа БА =s has, r= z + А, — x + a(1 + 0) 
ЖА zm + хт, + хут, = 0 得 : 
M z, + am, + a(1 + рут. = 0, 





其 中 MM 为 Уи. 同样 方法 可 得 : 


— Ма + moll + p) + map = 0, 


将 上 面 两 式 根 比 得 : 
i m Mtm H e) ь 
nO m(1 + 9) + mo ° Өз) 
《4.49) 与 (4.50) 右 端 应 相等 而 得 : 


mtm +o) „mP + 6) + em ， 
mO + р) + тр то + mleti? 
上 式 是 一 个 P 的 五 次 方程: 
(ть 十 m) + Cm + 2m,)e' 
+ (3m + m) 一 《ma + 3т,)г 
— (2m, + Зту)р — (m, + m.) — 0, (4.51) 
(451) фр 的 系数 只 变 号 一 次 * 故 有 , 且 仅 有 一 正 实 根 。p 仅 与 
m. ms т 有 关 。 即 Pa Pan P, 在 直线 上 的 位 置 仅 与 三 个 天 体 
的 质量 分 布 有 关 , 对 于 一 种 质量 分 布 有 确定 的 三 个 直线 解 。 





$5 圆 型 限制 性 三 体 问 题 


在 三 体 问题 中 ,如 果 其 中 的 一 个 天 体 的 质量 无 限 小 ;以 至 它 的 
存在 不 影响 其 他 钠 个 有 限 质 量 的 天 体 在 相互 的 引力 作用 下 运动 . 
这 类 三 体 问题 称 之 为 限制 性 三 体 问题 。 在 太阳 系 ,一 小 行星 (或 正 
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星 ) 在 太阳 和 一 大 行星 作用 下 运动 ; 在 地 月 系 , 一 月 球 火 第 在 地 球 
和 月 球 引力 作用 下 运动 ， 这 类 动力 学 体系 都 可 以 看 作 一 个 近似 的 
限 性 制 三 体 问题 ， 限 制 些 三 体 问题 又 可 根据 两 个 有 限 质 量 的 天 体 
的 相对 运动 轨道 形状 分 成 贺 型 .社区 型 . 淄 物 型 等 。 本 节 介 绍 圆 型 
БИШЕ = {ЖШ ЖЕЕ НН, 

1. 运动 方程 I 

图 (4-2) 中 Р, P, 代表 两 个 有 限 质量 的 天 体 ,通常 称 主星 体 ， 





图 4-2 
它们 的 质量 分 别 是 m, m, 它们 绕 质 心 " 作 圆 运动 。 P 代表 小 天 





KAHA m, HE m < mi、 ma，2%-5 双 为 一 固定 坐标 系 ，53 
平面 与 Pa Pi 的 轨道 平面 重合 ,在 该 坐标 系 中 P Pa, P 的 位 置 
分 别 用 RG. ль о), ВЕ» пь о) 和 (Е, 9,5) 表示 之 ,了 
EP APESE n Mn RR. PARHAAN: 


у= m „бт, (4.52) 


л n 
小 天 体 P 的 运动 方程: 
тб 6) ү ms —&) 
ri т} 
£ 
[ Е )- тыр зо m) Ë za m) , (453) 
mE „тый 


r в 


жиз, 


设 Pa Р, 相对 质心 的 硒 运 动 角速度 为 a, ИН: 


Ë / Ricos nt Е, R;cos ns 
(J-e) (Jea 
0 9 0 0 


显然 (4.53) 式 右 端 显 含 时 间 г, 如 果 选 用 以 4 为 角速度 的 流转 坐 
标 系 o-zyz, 使 zy 平面 重合 于 Fu 平面 ，x 轴 始 终 指向 Po 在 该 
坐标 系 中 Pos P, 和 P 的 位 置 分 别 是 Rx, 0, 0), Ren 0,0) 
和 r(z, у, z), n = В, = 常数， zx 一 一 Rs 一 常数。 根据 坐标 
变换 (4.30). (4.31) 和 (4.32) 式 得 : 


z 0 1 о\/# 1 о о\/ғ 
у] 2-го оу] [то гоу 
& о о о/\я о о 0/\> 
т(х—з) | та m) 
ri г} 
Е: 
r т; 
тЕ т 
п} r; 
Әу 
Or 
ov Ë 
一 | b (4.54) 
ду 
Oz 


《4.54) 右 端的 表达 式 是 (4.52) 式 ,但 ro r: 应 该 用 新 坐标 表示 ， 
即 


т (z — n): + y' + 2: } (455) 


= G natte 
(454) 式 也 可 写成 : 1E 
жаы 





s— 2 mrm SV =ч 


ðr 
14 : 
tmm А (4.56) 
z -3 
Әх 
же 
o= Tm + y) +Y 
= офу) + Sm „бт. 
2 rn т, 
则 运动 方程 (4.56) 成 为 
Ë — 2яў= 90 
т 
vA 2ni = SE , (4.57) 
# = 99 
Oz 


ЖКН P. P, 之 距离 R +R ХК, р, РИМ 
m 十 ma 为 质量 单位 ,并 引入 新 的 自 变量 + 使 * от, Р А 
无 量 纲 运动 方程 为 


ða 
2—2 ~ 90 
, ôr 
до 

9+2, = р, з (4.58) 
до 
# = 22 
Өх 


(Ж: (4.58) 式 中 的 +, + 等 表示 对 新 自 变 量 + 的 二 次 求 导 和 一 
次 求 导 )， 习 收 上 设 质量 较 小 的 主星 体 的 质量 四 为 n, M) m 一 
1— а, WA R — z, R, = 1 — n. 这 时 (4.58) 式 中 的 
речь (4.59). 
2 ` т ғ 


. и; 


вене < ү 
运动 方程 (4.58) 存在 一 组 常数 解 , 这 时 小 天 体 相对 旋转 系 位 
NE, M =o, #0, ЯН 29 — 59-30, 得 到 
Br ду дт 
这 组 特 解 应 满足 : 


„ааа ez 十 1 一 上 ) 2 
т ri 





| p- A o , (460) 
_(L 一 az _ ако 
r п 
ш (4.60) SEREH * —0, ЭТИВ ДМЕ zy 平面 上 。 (4.60) 
第 二 式 的 解 ,可 分 两 种 情况 : 


Фужо, 1— -0, (4.61) 
} 


п 
i 





将 (4.61) RRA (4.60) 第 一 式 得 : 
Ява а-я), 
т r 


即 由 一 = 1、 故 对 应 的 特 解 应 与 P.. Р, 构成 等 边 三 角形 ; 如 
E- LAX YO 和 LX Y), S : 


16+ 





1 
Хь" а 1 
в 


| 


ЫХ, Y), 100, Үз) 称 为 等 边 三 角形 解 ， 
| -£ эт 0， 这 时 畦 解 在 * 轴 上 , 故 可 


$ п е ph = 1x 十 1 一 pg|， 则 (4.60) 第 一 式 成 为 


(Lp)(r и) az 十 1 一 2 uao, (4.63) 
lz — nl: lz + 1 — а 


(4.62) 








x 


х=й хи 1 是 (4.63) 式 的 两 个 奇 点 容易 看 出 (4.63) 式 
DHE (~o, 一 1)，(a 一 1 и) 以 及 (+o) 三 区 间 内 
有 , 且 仅 有 一 个 实 根 , 即 方程 (4.63) 有 三 个 特 解 ,它们 在 图 《4-37? 中 
DWA абал 0), L,(zo 0) 和 Llan 0) 表示 之 : 
z= а—1—Е® 
s= u — 1-Е р, (4.64) 
= „+9 
Зор EG 1,2, 3) 是 正 实 数 。 可 用 迭 代 法 解 方程 (4.63)。 对 
TRBL, A х<и—1<д, Ми = lz ul) = —(х— n), 
т |x 十 1 一 pi 一 一 (x 十 1 一 p)， 故 (4.63) 式 可 写成 : 
1 一 4 и 
Gar а иши а ТО 
(4.65) 式 是 x 的 五 次 方程 ， 若 令 п=&>0, W r< 1+5, 
x 一 上 一 工 一 5， 代 人 (4.65) 式 得 关于 上 的 一 个 五 次 方程 ; 
Р + (3 — р + (3 — 2n)8' — pE’ 
— 208 — н = 0. (4.66) 
НҒ о < а < 上 式 系数 仅 变 号 一 次 ,根据 笛 卡 儿 判 别 法 


则 (4.66) 仅 有 一 个 正 实 根 。 将 (4.66) 臣 改写 成 : 


ЕЕЕ ЕЕ ЗУ с. T ы Sa gÉ а 
паар) зад) O 


x 二 


эт, 





其 中 | s <1, B (4.66) КЖ Po 时 ， 


2-0, акса. 故 也 为 小 量 ,由 (4.67) REH E 55 e Fl 
B, ШЕ 5 RR ç ОЖАЙ: 

£ = ае + ан? + а" + at (7. `. 
.其 中 а, в, в, 等 为 待定 系数 ,将 上 式 代入 @. 67) 后 比较 两 端 а 
АЕ: 


аз, а=, а, в, 
因此 方程 (4.66) 的 解 为 
0 = 1,1131, 
Е „(1+ v 5 81° 
119 13 
243 Е ) 


тоно ш (=) nisa ли. 


Оз сш s: 


(4.68) 1 
.对 于 上 ,和 L, 用 同样 的 方法 可 求 出 : Н 
р ә ч ү» 
07 067+) 
ЕЕГ + (т^) + лы 
(4.69) 


Ж (4.68) Ta (4.69) 式 代 和 人 (4.64) 便 得 Liles 0), L, z, 0), RI 
102,0) ШИЙ ВП ВЖЕ PAR. L, L.L, 称 为 
直线 解 ,五 个 特 解 Li (-1,2,-.-5) 总 称 拉 格 朗 日 特 解 或 拉 格 
朗 日 平 动 点 。1772 年 由 拉 格 朗 日 得 到 。 陪 罗 央 群 小 行星 正 处 在 太 
阳 一 一 木星 系统 的 三 角 平 动 点 位 置 。 

3. ЖЕ 

由 于 运动 方程 (4.57) 式 中 的 9 不 显 含 自 变量 , 故 可 将 它 的 三 
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个 方程 分 别 乘 以 2. э 和 = 相 加 后 积分 便 得 雅 可 比 积 分 : 
#-+- 7 -+ #1 +=20—С, 
ш r=20—C, (4.70) 
其 中 "为 小 天 体 在 旋转 坐标 系 里 的 速 误 。[C 为 积分 常数 ， 利 用 国 
定 坐 标 系 与 旋转 坐标 系 的 关系 式 (4.30) #1 (4.32), (4.70) s BEI 
定 坐 标 表 示 为 
вна Eaa 0 = 200) +28 —с, 

, (471) 
对 于 太阳 系 ,太阳 、 某 一 大 行星 (如 木星 ) 和 艳星 构 成 一 限制 性 三 体 
问题 ,两 次 测 得 茜 星 相对 太阳 的 位 置 (5, т, 0) 和 速度 (Ë, 0) 
代 人 (4.71) 式 ,着 积分 常数 C 值 不 变 , 便 可 判定 两 次 观测 到 的 是 同 
一 颗 在 星 , 这 就 是 著名 的 带 塞 朗 (Tisserand) 准则 ， 事 实 上 很 难 直 
EMH (E, 路)， 故 首先 将 彗星 轨道 近似 为 一 个 二 体 问题 :应 满 
足 活 力 积分 : 


这 里 + 为 彗星 到 太阳 的 距离 , “为 车 星 轨 道 半 长 径 。 (4.71) 式 中 
№ (1-15) 为 角 动 量 4 {Е z 轴 方 向 的 分 量 , 故 ; 
Ер nË = hcosi = Voll — #1) cosis (4.73) 
e Ñi доа РОН D t aR fa НД, 
将 (4.72) fa (4.73) КА (4.71) 后 得 : 


2 — 1 _ 2Val— e) cosi 
r а 


ё#+т+е- 2—1, (472) 


2и G = z) 一 0， 则 有 : 


+ + 2/1 — 0) сві С, 


„чә, 


这 表明 , 假如 两 次 观测 得 到 的 起 星 的 轨道 根 数 а, е. й 和 ө, nz 
e, 满足: 

1 +2/аа — eb cosh 

ЕД 


-1 + Wall е) cos is (4.74) 
MARANHRA— SE, ВХ AEREA. 
4. 零 速 度 面 
雅 可 比 积 分 是 在 旋转 坐标 系 中 的 能 最 积分 ， 它 也 反映 了 在 这 
种 坐标 系 中 小 天 体 的 速度 与 位 置 的 关系 ， 利 用 这 一 关系 可 以 限制 
小 天 体 的 运动 区 域 。 因为 >20, 所 以 26 一 C 0, 积分 常 
数 C， 可 由 初始 位 置 和 速度 确定 。 公式 中 等 号 表示 极限 的 情况 . 
对 应 + 一 0， 则 有 2G — C 一 0 的 曲面 : 
уа. Оа) а 
У (z — x)! + y! + Z М(х— xY + y + д. 
=c >o, (4.75) 
称 为 零 速 度 面 ， 在 这 一 曲面 上 小 天 体 的 位 能 为 常数 ， 故 也 称 等 位 
面 。 有 时 也 叫 希 耳 (Hill) 曲 面 。 由 (4.757 狂 出 С 总 是 大 于 零 的 ,其 
上 限 оо 下 限 是 3( 读 者 可 自己 证 明 )。 ЖА СН 
速度 面 。 零 速度 面 随 C 值 的 不 同 而 变化 、 它 又 限制 了 小 天 体 的 运 
动 区 域 .为 较 简单 明确 地 说 明 这 些 问 题 , 以 x — 0， 在 xy 平面 上 
的 堆 速 度 曲线 为 代表 进行 讨论 ,这 时 (4.75) 式 成 为 
КЖЕ” 2(1 — a) 2a = 
ү Зуев} "VE 





(4.76) 
由 (4.76) 式 知 ， 零 速度 曲线 对 称 * 轴 ， 并 且 当 (z, ?7) 一 oo 或 
хи, у 0 以 及 > 一 mm у-эй 时 Со. 反之 对 于 一 个 
很 大 的 C， 也 有 三 种 情况 . 
© (х, y) 很 大 ,曲线 (4.76) 可 近似 写成 
m+ y =c, (4.77) 
жй, 


这 是 一 个 以 质心 。 为 圆心 ;以 с ЭВ. 又 从 (4.59) 式 可 
知 这 时 20 — + у, BEBE 29 一 C 0 ЖИ 
外 20 一 C > 0, Bl 六 > 0， 是 小 天 体 可 到 达 的 区 域 ; 在 圆 之 内 
20 一 C <0, t <0 是 小 天 体 不 可 到 达 区 域 . 
@ => в, 9—0, МВТ Р, № (4.76) 近似 
成 为 
—2 в). „с, (4.78) 
М куну 
显然 是 一 个 以 P жнр AA 为 半径 的 圆 。 再 由 《459) 
式 可 得 ，20 2010). 因而 在 该 贺 之 上 满足 20 一 
VG — s)! + y 
c 一 0， 在 该 圆 之 外 29 一 C <0, и < 0， 是 小 天 体 运动 的 禁 
区 ;在 该 图 之 内 。o 一 20 — C > 0， 是 小 天 体 的 可 到 达 区 。 
® z—x, у 0, 


小 天 体 靠近 主星 体 叫 零 速度 曲线 成 为 











ЕЕ: ЭНЕНЕ ССК 4.79) 
VG — x) + у Š 


EAA P, AAD A A 为 半径 的 贺 ， 小 天 体 的 可 运动 区 与 禁 


止 区 网 (2) 所 述 。 图 (4-4e) 和 表示 了 以 上 三 种 情况 , 影 线 部 分 表示 这 
动 禁区 .三 条 封闭 曲线 分 别 代表 前 面 所 说 的 三 条 零 速度 线 。 


当 C 由 大 变 小 时 ， 三 条 零 速 钳 线 的 半径 r 分 别 以 чс = 


1 1. 20-и) dr 26 
2/с’ 4С с о” ас с' 


的 速度 变化 ,显然 最 大 的 外 加 随 C 的 变 小 而 缩小 ,内 部 两 个 小 圆 随 
C 的 增加 而 扩大 , 当 C 减 小 到 某 一 个 值 C: 时 ,两 小 加 出 现 交点 Га, 
如 图 (4-45), 这 时 ,两 个 小 风 内 部 的 可 运动 区 域 开始 连通 , 当 C < 
С, B$, Р, P, 附近 的 运动 区 域 旺 哑铃 状 ,如 图 (4-4c)。C 减 小 到 
C, 时 ,内 部 不 断 扩大 的 哑 锥 状 区 域 与 外 部 逐渐 缩小 近 图形 区 域 交 
于 L, 点 ,于 二 内 部 的 运动 区 域 与 外 部 的 运动 区 域 开始 连通 ,如 图 
(4-44), С 继续 减 小 时 , 零 速度 曲线 在 Li ARARA ER x 轴 的 图 
形 直至 C 小 到 C,。 对 称 的 图 形 仅 在 1, НЕ, 如 图 《4-4e) 等 到 
c <C, 时 ,上 面 所 说 的 对 称 图 形 在 L, 点 拉 开 后 形成 对 称 x 轴 的 
商 条 封闭 曲线 ,如 图 (4-4), 此 时 运动 禁区 分 裂 成 相互 不 连通 的 两 
部 分 。C 继续 减 小 ， 直 至 С 一 C; 时 ， 零 速度 线 收缩 成 两 点 Lir 
Ls， 除 这 两 点 外 ,全 平面 都 是 可 运动 区 。 

从 上 面 的 分 析 看 , 当 实 际 的 积分 常数 6 < C, 时 ， 处 在 P.( 或 
P) 附近 的 小 天 体 不 可 能 穿越 堆 速 庆 曲 面 而 远离 P ORP), A 
竹 们 称 小 天 体 是 希 耳 稳定 的 - 

上 面 所 说 五 个 交点 Li. La. ау L, # Ls 也 就 是 前 面 所 介绍 
的 五 个 拉 格 朗 晶 特 解 。 因为 零 速度 曲面 方程 (4.757 可 可 写成 f(x， 
у, а)=20—С=—0 该 曲面 过 某 一 点 《zs yo s) 点 的 法 线 方 
程 是 : 


2, А 








к=з „усу aZ _ Ë 
(Wy (my ` @) к. 
Br Л By # Өх 

MEZA L G 1,2,3, 4,5) 处 法 线 方向 不 定 ,是 该 曲面 的 奇 


ðt _ 51 51 о цын99 = 99 _ 99 _ 
点 ,因而 有 Б ту, O В, то, 


这 正 是 拉客 朗 日 特 解 所 满足 的 方程 ,所 以 交点 L, 即 为 平 动 点 。 由 
前 面 的 讨论 可 知 , 当 系统 的 质量 参数 为 已 知 时 PAA LX, 
Y) 的 位 置 可 求 出 。(Xi, Уу) 是 二 的 函数 Хи), Yla) RE 
将 LD, Ya) 代 人 零 速度 曲面 方程 (4.75) 困 可 得 相应 的 常数 
Cas Cas Cas Cs, CPE: 














1 2p 
C, = Xi + ——— + 一 -一 一 二 一 一 一 
Уо? VOGHI оў 
с, + а 2 
М(х,-„ МО 1и) 
21 — = 2a i 
с.=х:+ + E 
МО ну У +1 в) 
Я 101 — u) 2и 
Gy 二 
ү. VX TE VAt tY 


(4.80) 


$6 椭 贺 型 限制 性 三 体 问题 


假如 两 个 主星 体 P ЖП P, 相对 质心 。 的 运动 轨道 是 李 信 ,根据 
第 二 章 的 结果 ,这 时 Р, Р, 相对 运动 的 轨道 也 是 梢 圆 ,并且 三 个 本 
ОНА. 现在 仍然 引入 一 个 谋 转 坐标 系 o-zyz, zy 平 
M5 PoP 的 轨道 平面 重合 ，* 轴 始 终 指 向 P ， 显 然 这 是 一 个 以 
z 为 旋转 轴 的 非 均匀 旋转 系 ,其 旋转 角速度 是 a ОЗЕР, RP 
相对 质心 运动 的 真 近 点 角 , 也 是 Р,, P, АНА УАТАН), 


+ 123° 
' 


该 坐标 系 中 已 r F: (zo о, о), РР (е, о, о), Й х. n 
不 再 为 常数 ,而 有 : 
i a(l = е) 
1 十 ecosf 
eUe) 

i + ecosf 
an а, DIE Р, ‚ Р, НИНЕ К. 

设 з= 0 时 * 轴 与 固定 坐标 轴 二 重合 ,到 上 时 刻 时 x 轴 旋 转 

f fü, 在 旋转 系 中 的 《x,y, 2) 与 固定 系 中 的 《〈$, x, 0) 之 关系 
与 (4.30) 式 相似 , 有 


| 


= = 
> (4.81) 


=, = 





Е £ А о (4.82) 
2 | ак| | 
š š £ 名 
其 中 
cos} —sinf 0 
-z cos} e} 
° 0 1 
一 sinf 一 cosj 0 
а cost — siat 小 
0 o 0° 
— овј siaj 0 — sinf —cosf 0 
-| 一 cosf J соз} — sinf 小 
qz 
бо о о \ о о о 


38 (4.32) RARA (4.29) AEREA BEIER ag PE B] а ЛЪК 在 旋转 
坐标 系 里 的 运动 方程 : 


[2 0 + oye 1 о о\/х 
= ° Dat 1 10 
з о оо о о ox 


9124. 


ото Зе 
z 
ду 
=} -i 9 o| í = ұу | 
оо 0 z av 
\ д, 
即 
вар E L py) 
ду 
. ду 
9+2 = Бу + ур — Í | (4.83) 
әу 
Е - 2- 
дх 


〈4.83) 式 与 (4.58 ) 式 比较 ,两 方程 形式 不 同 , 但 可 作 进一步 坐标 变 
换 简化 方程 (4.83)。 

若 以 两 主星 体 Po P 之 间 的 距离 r 作为 长 度 单位 ,可 以 得 到 
一 个 旋转 的 波动 坐标 系 。 以 〈z, у, s) 裘 示 天 体 在 该 坐标 系 的 位 
置 ，(x*，)，z) 5 (#,ў,#) 的 关系 是 : 


z 

:) 

y 

Н x 

750, s (4.84) 
£ s 

y 

ï 

# š 





其 中 
r= асе), 
1 + ecosf 
再 以 上 代替 自 变量 6 ДЛЯ 


9125. 





由 (4.84) 式 得 : 


£ ғ s 
l) P 人 
# ғ z 
# Ре + 7 z 
н) 45) 
š Ра + ËI ғ z 


Г 等 表示 对 f 求 一 阶 微 商 和 二 阶 微 商 。 
又 因为 
ЭР ==) -Gm CTA 


Әх ri 
[ах + a] 
rini rir; 
__< [pE — x) + mG =], 
r Е Е 
所 以 
ЭР 
ex Өх 
Әү 1| а? 
у |T y p 
ау | ӨР 
Bs `ós 
黄 中 р Ст + бт, 
A A 


Aent, 
ri = (z —š,)' + y' + m, 
在 波动 坐标 系 里 部 5 x, 是 常数 ,因为 
е =A) уа е) 
Ц 1+ ecosf/ 1 十 ecosf 


"26° 


(4.86) 


== т 

в m, + m, =. 
(1—2) / ва — e) 
1 ecosff 1+ ccosf 


E -r/r = — 


--%-6-1, | 
将 (4.85) 式 代 人 (4.83) 式 ,并 经 过 一 定 的 整理 后 得 : — 
rË —27) + (rÍ + 2) + (+ — "РЕ 
-OH+ + 5: 
(РОУ 227) + (r] 2+ру 十 (P — rP)y (4.87) 
о ӨР = 
+ (27i + rz = = ЕЯ 


rPs” рар ++: = 1 87. 
FET 


арпа s-r бз). РР МА 
速度 2 六 十 7 一 0， 故 (4.87) 式 成 为 
про" 29) 1% 











РО + 2) рст)? ду P (4.88) 
т + 二 zZ 
XW eri T КАОнун, й авв) а 
жш L 得 : о 
rh 
ғ 27 _ 1 ôF r ¿š 





Эр oz =e) 

1 _ ӨР 
“iF ecos} (# + эг) 
6127. 





учи 97 


r 
rP ёт dIe) 

_ ôf 
一 人 + 三 
ин: 7 + 


r Š 
ge Өг 4010) 


-rr #+ я} 
шарру 
tr pe e 


+1-#+= -37 


„ Pi 


Д) (4.89) 式 可 写作 : 


| 
(4.89) 


(4.90) 


` (4.91) 


ЕГП КБЕ I 9 Ж (4.91) SIR E 
问题 的 运动 方程 (4.58) 形式 相向 .但 是 由 于 中 显 含 自 变量 1, ж 
可 比 积分 不 再 存在 。 在 波动 坐标 系 里 , 头 圆 限制 性 三 体 问题 ,仍然 
存在 五 个 平 动 总 Ln Y,, 0). ТАК RER 


14: 


$7 平 动 点 附近 的 运动 稳定 性 


三 体 问题 有 五 个 特 解 LUSI, 2。3，4, 5)， 其 中 两 个 等 边 
三 角 解 ， 三 个 直线 解 。 本 节 以 略 型 限制 性 三 体 问题 为 例 讨论 小 天 
体 在 五 个 平 动 点 5， 附近 的 运动 稳定 性 。 小 天 体位 于 五 个 平 动 点 
上 时 , 它 始 终 不 离开 平 动 点 。 然而。 当 它 受到 振动 而 稍 籁 仿 高平 动 





ҖЕН ӘРЕН? “如果 小 天 体 的 运动 始终 保持 在 平 动 点 附近 ， 
我 们 就 说 该 平 动 点 是 稳定 的 ,否则 就 是 不 稳定 的 。 

假设 平 动 点 的 坐标 是 Xi, Y;，Z,)， 当 小 天 体 受 摄 动 后 , 仿 
窗 平 动 点 的 位 移 用 《8, m O 表示 ,那么 小 天 体 的 位 置 应 是 x 一 
入 十 一 站 十， s= 十， 将 它们 代入 运动 方程 (4.58》 
x, (4.58) RRA 20 2р. 20 可 以 看 作 z, yz 的 函数 ， 并 
将 它们 在 (Xi, Yo Z) 点 作 台 劳 展开 , 忽略 Е, m ГАНЕ 
的 项 便 得 到 如 下 关于 (5, т, 0) 为 变量 的 运动 方程 : 


Ë — 24 = (9.,)£ + (0.,)m + (0) 
š + 2Ë — (0,,)£ + (0,,)m + (0,04 ps (452) 
Ë = (0,,) + (0,,)m + СО) 
(0..),. (9.,), 等 表示 9 х (或 7) 两 次 求 导 后 ， 令 z = x,, 
ут, z 一 Z, 代 人 的 值 , 故 它们 都 是 常数 ,〈4.92) 式 是 一 组 党 
系数 线性 微分 方程 ， 从 该 方程 出 发 讨论 的 稳定 性 是 线性 稳定 性 。 
由 《4.59) 式 不 难得 到 : 


Q. х (L — (z — x) (x 








гі п 
(1— а)у _ ву 
Оут s (433) 
a, = ЧЕ — нк 
п r; 
= A =} 
п„—1—$ 8. u +34 еб а) 
} j ; 
За(х 一 n)? 
— 
, (4.94) 


о 1-16 — É „3б + Зву 
Ч I 


ri ri r 





T + 208) ә. Заа 
п п fi fi 


0, 3y |=) =) — a) + Ж-а] 


сабаса a- ваа) +7] (4.95) 


i 


= РИ яу | 
8 i б жу. 


з= диш 2, 一 0。 所 以 由 《4.95) 的 第 二 、 三 式 得 
(0), = ау 由 (434) 的 第 三 式 得 Od 一 (0+ 


8) < Haml 1..5 T> 0. 则 (4.92) 第 三 式 成 为 


ë+ z 一 0， Š (4.96) 
(496) 式 的 特征 方程 为 12 十 4-0, 有 两 个 特征 要 a= is 
а —й, О МТ, 为 大 于 零 的 实数 )， 因 为 特 低 根 为 
纯 号 数 ,所 以 (4.96) 式 只 有 周期 解 ,也 就 是 说 小 天 体 在 平 动 版 沼 = 
轴 方 向 作 上 下 振动 ， 这 种 运动 是 稳定 的 。 下 面 我 们 再 讨论 小 天 体 
在 平 动 点 附近 , xy 平面 上 的 运动 。 
方程 (4.92) 第 一 、 二 式 的 特征 方程 是 : 
t + (4 — (0„„), — (OE + (0,,)(8,,), 
—(0у—0 (4.97) 
解 方程 (4.97), 得 特征 根 1, 若 4 是 纯 虚数 , 则 在 zy 平面 上 , 平 动 
点 附近 的 运动 是 稳定 的 。 下 面 对 直 线 平 动 点 L. L. L, 和 等 边 
三 角形 顶点 Lo L, 附近 的 运动 分 别 讨论 。 
1. L, La L, 附近 的 运动 
WA y = z 0, 所 以 由 (4.95) 式 知 Qy = О. = 0, —0, 
此 时 中 一 (一 xz (01,2), ДШН (4.94) 4: 
о. -1+ TA 5 28 > о 
і А (4.98) 





1-в 
2.-—( я + <0 


«430 


并 且 对 于 L. L. L. 容易 证 明 : 


on 一 1 一 (2 二 “二 上) <, (4.39) 
т r 


令 卫 一 4， 则 (497) 式 可 写成 : 

а (4 — (0..), — (0,,))A + (9..),(0,,,— 0, (4.100) 
G= 1,2,3). HIDRA (ALn) = — 2 < 0, (ср 
实数 )。 再 令 {4 — (0), — (9,,),) 一 22 (5 为 实数 ), 方程 
(4.100) 写成 : 

А 15А – 0 (4.101) 
方程 (4.101) 的 两 个 根 是 : 
Д РА!) 
A— Ми 2-60 р 
故 得 特征 根 ls 一 2 Ул, „ЖЕН, АЗ: а 
+A. э 为 两 个 纯 虚 根 ， 于 是 方程 (4.92) 解 的 形式 是 : 
E m ае + oye + ае!” + ых 
n = иене + Beb + Beb + вие 
а, 8 为 积分 常数 ， 所 以 在 平 动 点 La La L. 附近 小 天 休 的 运动 
是 不 稳定 的 或 条 件 稳定 的 ( 当 m — а, <= B, — b — 0 4). 
2, Lo L. 附近 的 运动 
在 La L, А, r= rl, r= u. m= u 1, y = 
,一 上 (一 45， 将 它们 代 人 


(4.102) 


1 
до, хта 
2 


(4.94) 和 《4.95 ) 式 得 ; 


_ 3 9 
Q, x eO, = 2, 
4 д 
3⁄3 1 (4.103) 
о. 1 2. = + ен .) > 
y a СЫС 
2 一 2 一 0 


Ы 


将 《4.103) 式 代 人 特征 方程 (4.100) 得 : 


Etat? ua), (4.104) 
上 式 解 为 
4 一 二 [一 [十 Vi 27а в) 1, (4105) 
+ а-1— 27. — в), (4.106) 
现在 可 分 以 下 几 种 情况 讨论 : 


Ф 4-0, an 一 内 一 0.0385209， 我 们 称 m 为 质量 参数 上 


的 临界 值 。 
由 (4.105) 式 得 ды 一 一 т 于 是 四 个 特征 根 为 


ма = + МА, 一 zy 
(4.107) 


| 
w= уд в 


а DRA VTI, а. ЖЖ, 4、 丸 .为 重 根 ， 根 据 常 微 
分 方程 理论 (4.92) 式 解 的 形式 是 : 


Уз 


£ — (a, + ам) сов 7 £ + (а, + ви) а =< 


Уз, 
(4.108) 
ао t+ (bs РЕ. 


а b 为 积分 常数 。 这 时 小 天 体 在 L. L, 点 附近 的 运动 是 不 稳定 
的 或 条 件 稳定 (a= b — a = b, — 0), 
@ 4 0<p< m 时 ,由 (4.106) 知 0 <d <1 所 以 有 : 


А = 261 + Мз) <0 


则 мт £ VA, МА 
ER ЖИЕК :方程 (4.927 存 在 以 下 形式 的 周期 解 ? 
ы, 


£ = a,cos st + asin sz + acosnt + a, sin saf } (4109) 


m == b, cos $z + $: Яп 2 + bicos tt + bin st 


ERP и 一 V—A,, а = А, a fl 为 积分 常数 ,但 它们 并 
不 独立 。 由 此 可 见 在 这 种 情况 下 小 天 体 在 Lo L, 附近 的 运动 是 
稳定 的 。 


@ 当 м <и 时 ,此 时 (4.106) 式 中 的 4 <0, #0 


Ма = ia, G ЕЧ, з 为 正 实数 ), 由 (4.105) 式 得 : 
A= 206-1 + iô) 


则 ма = + VA, = + Ca ig) р ало) 


L. — + VA, = + (а — if) 
НЫ, БУНИН 
в <= 8[2(1 + 2|2|1)1 
g= G + 2|41')#/2 Ь 


上 式 中 |2] = Ж {27401 一 u)“, 于 是 方程 (4.92) 的 一 般 解 


形式 为 
£ == е" (соз Bz + аз зіп Вг) + e (а,соз8: + asin pt) } 
n — е6, соз в! 十 bisin gt) + е7" (Бьсоз ва + besin 8t) D? 
(4.112) 
ab 为 积分 常数 ， 一 般 情况 下 解 (4.112) 式 是 不 稳定 的 ， 若 选择 
am b = 0, ЩЕ со 时 5 一 0,n 一 0， 这 时 是 渐 近 稳定 的 。 


(ип) 
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第 五 章 摄 动 理论 


如 果 一 个 天 体 除 受 主星 体 的 引力 作用 外 。 还 受到 其 他 力 的 作 
用 ,这 时 它 相对 主星 体 的 轨道 不 再 是 一 个 简单 的 于 锥 曲线 , 它 的 运 
动 状态 比 二 体 问题 复杂 得 多 。 我 们 称 该 天 体 的 运动 是 一 种 受 报 运 
动 。 | 
在 第 四 章 中 , 我 们 已 经 得 到 了 天 体 P( 质 量 为 m) 相对 主星 休 
《质量 为 寻 ) 的 运动 方程 : 
‚_ _ б(М-+т)г А 9R, 
Ё ыл + > СЫ (4.12) 
(4.12) кВ И Ja 3618382809 ЕУ В. (4.12) RAN 
第 一 项 是 主星 体 的 引力 加 速度 。 第 二 项 是 其 他 天 体 的 引力 加 速 
广 , 它 与 第 一 项 比较 ,在 数量 上 是 一 个 小 最 ， 因 而 把 它 看 作 其 他 天 
体 对 P 的 相对 主星 体 运动 的 一 种 护 动 ， 在 天 体力 学 中 习惯 地 称 它 
эй, BARM а Е 
ЗА КН). ВНЕ, 
如 介 版 阻力 等 是 明显 的 耗 获 力 。 因 此 ， 更 一 般 的 直角 坐标 表示 的 
报 动 方程 可 以 写成 以 下 形式 : 
re EEr, (5.1) 


EAR Р 表示 摄 动 加 速度 , 它 可 以 是 保守 力 产生 的 ,也 可 以 是 耗 获 
力 所 引 起 的 ， 在 这 一 章 中 ， 我 们 将 建立 其 他 几 种 常用 的 天 体 受 摄 
运动 方程 ,并 介绍 这 些 方程 的 分 析 和 解 轮 郭 。 在 此 基础 上 ,介绍 大 行 
星 和 月 球 的 运动 概况 . 


31 常数 变易 法 和 吻 切 轨道 


当 摄 动 加 速度 — 0 8], (5.1) 式 使 是 一 个 二 体 问题 的 运动 
эз, 








方程 ， 它 的 解 在 第 二 章 中 已 作 了 详细 讨论 ， 有 完全 的 分 析 解 ， 二 
， 体 问题 中 ， 运 动 天 体 的 位 置 和 速度 可 以 表示 成 时 间 + 和 大 个 轨道 
根 数 о,(;—1,2,-+--- 6) 的 函数 , 即 
r= r(t, z) 
v = vli, о) } и 
当 е0 时 , (5.1) 式 的 解 是 很 复杂 的 ， 它 没有 完全 的 分 析 
解 , 在 这 一 节 中 , 我 们 借用 常 微分 方程 的 常数 易 变法 来 讨论 (5.1) 
式 的 解法 . i 
如 果 我 们 设想 (5.1) 式 的 解 与 (2.3) 式 的 解 形式 相同 ,如 (5.2) 
式 所 表示 的 ,唯一 的 区 别 在 于 这 时 (5.2) 式 中 的 轨道 根 数 不 再 是 常 
数 ,而 是 时 间 的 函数 , 即 
r= rG, ol?) 
э = v(t, оќ) } 597 
这 就 是 说 ,无 报 运 动 的 轨道 是 一 个 不 变 的 圆锥 曲线 ,而 受 摄 运 
动 的 轨道 是 一 个 随时 间 变 化 的 圆锥 曲线 ， 因 此 解 方程 (5.1) 的 疝 
题 ， 可 以 归结 为 如 何 柳 定 一 个 不 断 随 时 间 变化 的 圆锥 曲线 问题 。 
根据 这 一 想法 ， 我 们 可 以 考虑 建立 以 轨道 根 数 " 为 变量 的 摄 动 运 
动 方程 . 
根据 (5.3) 式 ,在 时 刻 ,天 体 的 位 置 和 速度 为 
r(t) = т, вы) } 
oo) = оба, вКь)) 
由 (5.4) 式 可 知 时刻 的 rC) 和 эб) 确定 了 这 一 时 刻 的 轨道 
根 数 cls)， 这 条 轨道 称 为 n 时刻 的 瞬时 轨道 ， 其 轨道 面 必 与 
т(ь) 和 v(t) 共 面 ,轨道 曲线 必 与 об) 相 切 , 故 瞬 时 轨道 也 有 
吻 切 轨道 之 称 , 它 随时 间 + 不 断 变化 ， 根 据 吻 切 执 道 的 定义 ,任何 
时 刻 +, 天体 的 实际 位 置 то) 和 速度 обл) 应 该 与 该 时 刻 天 体 在 
吻 切 轨道 上 的 位 置 7,(z) 和 速度 oG) 相等 , 即 
TCD 一 rle) 
ols; — 000) } Ga 
res 9, 表 示 天 体 在 吻 切 轨道 上 的 位 置 和 速度 ， 这 表明 实际 轨道 与 


(5.4) 
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页 切 雪 道 时 刻 相 切 (如 图 5-1). 

ЭНЕН. 所 有 的 摄 动 突然 中 止 , 即 — 0, ANK 
体 P 将 按 一 个 贺 久 曲线 轨道 运动 ， 
p、 这 个 轨道 由 rU) об) KRE. 
然而 这 只 是 一 种 假想 ， 真 实 的 情况 
Ps。 ”是 按照 实际 轨道 运动 ,经 # 时 间 
以 后 P 由 P, 到 P, (H 5-1), 4 

标 rO WARRE: 


O= (0) + (9), м 


图 5-1 2\4 

(5.6) 

假想 P 在 密切 轨道 上 运动 ,经 a: 时 间 后 , 由 Р, 位 置 到 Pi 的 位 置 ， 
其 坐标 т) 的 表示 式 是 : 


dr, LER) op 十 
т) 一 па) + (5), & + (ак) 2+. ‚(5.7) 
ВСУ, к-т) 故 (5.6) 式 与 (5.7) 式 相 碱 后 得 : 
区 a) me 
ком 1 [(&) - (z) ае, 
当 如 很 小 时 ,352 一 0, W уб) 00 0, № 
mo, (5.8) 


在 实际 轨道 上 ,天 体 速度 的 表示 式 为 
dv 1/dv 
vle) = oln) + (s) 8+ (=) Bn +... , 


在 吻 切 轨道 上 的 速度 是 ; 
о = ol) + (8%), “+ (Фе jus Qs К 


!' 以 上 两 式 相 减 ,并 利用 (5.5) 式 得 ; 
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ош) и) æ [ 2) 一 (4 ), | в: 
(№ 


ее es 
而 (5) = (s) ~ 一 ча ит FE 
(#2) - че _ GM + ть) 
d À d? riCa) 
PRH: 


TA Ge )- (510) 


Ў (5.10) ЖКА OGNAR: 
VU) — оз) = far, 


即 2 =f, (5.11) 


$2 以 钒 道 根 数 为 变量 的 摄 动 方程 


天 体 的 受 摄 运动 方程 形式 很 多 ， 在 这 一 节 里 介绍 以 根 数 为 变 
量 的 摄 动 方程 的 一 种 基本 形式 。 

基于 前 一 节 的 讨论 ， 受 报 运 动 的 天 体 的 睡 时 轨道 是 一 个 圆锥 
曲线 , 故 对 某 一 辟 时 而 言 ,二 体 问 题 中 有 关 的 公式 对 于 有 摄 运动 仍 
然 有 效 。 


我 们 用 算 符 š 表示 任意 一 个 变量 4 的 总 变 率 ， 24 ; 表示 由 


НЕ 324 ааа 4 0 


变 率 , 即 
34 „04 24, (5.12) 
d: д ё; 
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下 面 利用 (5.8》《5.11) 和 (5.12) 式 导出 以 根 数 0 为 变量 的 
Fear Ë 


Е ЕЗ ‚ 8 u 
对 活力 积分 P= 以 和 — 1) ишан 2 的 运算 得 : 
20 m” A 
Я г в” 
р P да 
Я 20.#— =: 9 
da _ в 20 
* ds ë “ 9 ` f. (513) 


在 以 上 的 运算 中 用 到 (5.8) #1 (5.9) 5, 
对 动量 矩 积分 h — r x Т > 的 运算 得 : 


dh hapy? 
q SN rx ТХЕ, (5.14) 
dh d 
+ de` 和 df a 
由 第 二 章 $2 可 知 : 
4 hing sini 
к-( | (= “| 
с hcosi 
此 处 
L ding sini 
т 2) ` 
сові 
则 (5.14) 式 可 写成 : 
m dh dh dh, 
3 dt TAT АА ds 
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sng ша; 
= 9%] 一 cos0 ini 
ds 


соз; 


cos Q sin 99 + sing cosi dE 
аг df 
dg di 
+ H sin Qsin — cosd cosi qr |, 
‚4 
аа 
а: 
h si 139, 
й 
cosQ 一 singcosi sinQsinf р 
А 
тх sing соз0 созі —соз0 sini | — |, 
° sini cosi а 
dr 


将 上 式 右 端 系数 矩阵 记 作 8 ,不 难 证 明 О ДЈЕВЕ. ДО 一 g7. 
由 上 式 得 : 


кїл; 49, 
4: 
4; 
щи |” 0700 х0) – 0" х Р) 
| 
d: 
cos 0 sing 0 
-- sin Q cosi соз О созі =} хр. 
зп 050; —cosQsini созі 


` (6.15) 
在 图 (5-2) 中 ,ON 表示 升 交点 方向 的 单位 向 量 ，OM 是 轨 
道 拉面 上 与 ON №5 角 的 一 单位 向 量 , 即 
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(5.17) 
由 (5.15) 式 得 : 
biais? — (созо, 4а 0,0)(т X f) 
z 
ON- (r x f) — (ON x r) ° F 
= rsin (o + ЛЬ > fF, 
所 以 40 _ r збо t D k - у, (5.18) 
di h sini 


又 由 (5.15) 式 得 : 
ЕП = (йв созі, — соз созі, — sin ПСР X f) 
=OM (r x f) — (OM x r) f 
一 rcos(o + РА > f, 
所 以 
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d: 
s= = geslo + ІТЫ А 


ш (5.15) È 


(5.19) 


4 == (sinQsini, —cosQsini, cosi)Xr X f) 


=h. хт. (rx f) 


人 
Á 
= 
á 


Lr: (Frv) =o: (Р) 


所 以 


# =H o) Cr vf о)), 


de 
3 
因为 № — пр = pall — e), 
所 以 
4 dh 


ва 一 е) — 20е 入 ев, 
di dr 


将 (5.137 和 (5.20) 式 代入 上 式 得 ; 


dt 
dE df dM 
dt` dt> dt 
由 于 r — a(1 — ecos E), 
所 以 
(1 一 ceosE)2 + oe sin Е E — som 
öt õi 


RA 


# 


(ғ ху. [£ x (r X o)] 


(5.20) 


де У бар — Xv: +r и. (521) 


ёе 


r-v = 97 mpa esing, 
d: 


对 上 式 两 端 进 行 2 运算 后 得 : 
eV ра cos 8. + М ив si Se 
öt ë: 


СИ ба Е 20 一 r:f，- (523) 


从 (5.22) 和 (5.23) 两 式 消去 26 А. 
ЗЕ 1 РЕ е 
е МАЧ ғ) 2 
"(1 1с) зав 38], 
再 利用 (5.13) 式 得 : 
HE LaL |V cosECr Р) 


3 + w.e), (5.24) 
Ve | 


根据 (5.12) 式 有 ; 
dB _ ӘЕ SE _ ол 8E, 
d: д. ё: г öt 


H: p = 7(1 十 ecosf) {%; 


resing ŽL = rcosj Se — 88, (5.25) 
ôt ві г: 
又 因为 М? ео <= Митева}, 


所 以 
Presa dm trp 
М гес 1 is 2 7e o) ” 


эө. 





-NV Erin 38. + r= f. (5.26) 
(525) 和 (5.26) 消去 325 得 : 


ЦР МУРЧ ЮЖ 3] 
ë re К" е | 


将 (5.20) 式 代 人 上 式 得 : 


кА Ее, 


-二 (+ z Jingo: ғ). ~ 627 





由 (5.12) 式 


ep + (528) 
dr ôt бї п ё ” ë: 


因为 E 一 esinE = М, 





所 以 Р 
EM (1 — ссоз Е) Ё — din E 26, 
г 8+ Br 
将 (5.21) 和 (5.24) 代 人 上 式 得 ; 
EM сЕ ер. р) PRE C, + Бур. f), (5.29) 
8: ем ив ep 
dM өм гм 8М 
т ar Y а (5.30) 
5. M 
dt 
对 于 无 摄 运动 我 们 定义 : 
M = n(: — +) = nG: — t) + Mos (5.31) 


这 里 Mo 一 па — r) 是 代替 积分 常数 r 的 、 它 表示 初始 时 刻 һ 
КЕША. 由 于 s - 因此 = 是 = 的 函数 ， 在 求 摄 动 函 
ы < 
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BN ирта А жоК ОЖ —Щ дЕ. 29 у 
вах ARDARA, RIEKE: 


M 一 | ndr + M;, (5.32) 
ХВ BRAE WAR, M 是 代 夫 7 的 一 个 积分 常 
数 ,由 于 

dM 4 Me, (5.33) 

ds 4: 


将 (5.33) 与 (5.30) 比 较 , 并 且 将 Mi 仍 记 作 мо, М 
4м, М _ с=Е—е çp. 
а ә; idak 0 


一 ЗЕ (r+ pv Р), (5.34) 
еа 
dw 
6. че 
由 图 (5-2) 知 
г: ON — rcos(o + f). 
5 Р Е ү... SON 
Я  —rsin(o + (Фе + 41) М. (535) 
而 
—#а0 
sON -| 天 -04. 89, 
ёз dt di 
е 
上 式 中 单位 向 量 
— sing 
ОА -| =. )- Ох х ОМ, (5.36) 
0 
故 
-20N _ ‚42 
Кот (Oz x Ом). 9, {5.37) 


rta» 





《5.37) 代 人 (5.35) 得 : 
rsin (о 十 y + zn) = ғ: (Oz x ом 32 


dg 


= — rsin (о + Г) созі, 
dr 
所 以 
do cosido 8} Е 
d: с d: 8: ° (5.38) 


上 式 中 的 2 已 有 (527) хаж. 


$3 ” 摄 动 加 速度 以 直角 坐标 分 量 表示 


的 摄 动 方程 
将 5 2 节 导出 的 摄 动 方程 总 结 为 
de 20 
d: д 257 : 
де 1 š 
T = ар Xe: F) + (r ar PN 
SL — T esta + Dh: F 
dO r sin(o-+ í) 
ФЕ здар. №"! aa 
2: . (5.39. 
da — Z agin (e + РА. f Е 


_ р +( + уе] ғ 
+ 二 af +i: 


dMs _ сЁ е. sin E 
а: ТЯ (r: f) p CEPDE: ғ). 
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将 摄 动 加 速度 f 分 解 径 向 分 量 S, МАЗИ Т, УЕ 
HADER 表示 , 即 
f — Sw. + ТӨ. + W h. (5.40) 
加 和 0, 表示 径 向 和 横向 方向 的 单位 向 量 。 将 速度 о 也 作 同 样 方 
向 的 分 解 ; 














o = >r. + № (5.41) 
ARA: 
r. f = r$ 
e. r= S+ r = Ves 8 а. VET 
ve ‚ (542) 
h: = w 
F: М еа, АЦ 
У” i 
将 (5.42) 式 代 和 人 《5.39) 式 便 得 摄 动 加 速度 以 《5, T, W) 表示 的 
шуо: 


da _ 28 А 
“E | еіп! + ЁТ 
ев r) 











q: 
de УАР angs + МЕР. cost + cos ET 
dr в a А 
di r 
4 У»? = 
405] забо + y 。 (5.43) 
dg ар п! ， 
du _ _Мдар Мар | АРА 
T cosis + УЕР (1 + ) т 
ЭЙЕ 
— —— ctgisin (о + DW 
„Ми? 





ш, - Z (= - гв (+;) у=] 
Ms» 


ОНИ Х аянаа 的 以 下 关系 式 ; 


cos E — e = cof 
. 


sinje SVI— еа E 


А (5.44) 
соз Ё 一 = sin‘ E 一 соз] 
(5.43) 式 的 推导 举例 如 下 : 
由 (5.39) 式 得 ; м. 
dM, сЕ е 
ds Пе 
将 (5.42) 式 代 人 上 式 
ЧМ, cosE—e = 
i 7 r$ (r+ p) 


хв += т] 


созЁЕ — e (r+p) ñ 
L| DTE p EZ sin E sinf |$ 
| суан Мар р } 


а 
РМА aa ЕТ, (5.45) 
rep 


©. M- Ee +X: p, 


上 式 中 5 项 的 系数 为 





— ,—- te 

eV ua Мир 

= L IER а Утташ E 
Га АЫ á 





= [s= +(1+ 1) 


-ф+ +7 


-大 [5и + = 1) 


+] 
-- Jz [5 = zej, 
(5.45) 式 右 端 了 项 的 系数 为 


ОРУ an E + МИР sl 
"си памі е 











所 以 








они | 
将 摄 动 加 速度 分 解 成 切 向 分 量 口 ， 法 向 分 量 N 和 轨道 面 法 向 
分 量 W 表 示 , 即 


f = Uw + Nn, + W ka, (5.46) 
tw fam 分 别 表 示 切 向 和 法 向 的 单位 向 量 .将 > 和 ov fEFJFF853y 88: 

T = rcosam; 一 r sinar 

СӨ» Ь (547) 


АЫ 


所 以 


CELTES нт 


е 
` ушла = №)? 


` (548) 


* Мева} 


cosa = — А? 
= У ? 
《5.49) 
saa = — V ap. | 


эг 


《5,49) 式 代 人 (5.47) 式 得 : 


则 有 


ЕРТЕУ 
г ИЕ а “м, 
і 


ков Ма теба) у Мар у 
w? Á 


à (5.50) 





kf = w 


(5.50) ЖК А. (5.39) 得 摄 动 加 速度 以 〈U， N, W) 表示 的 摄 动 方 


程 : 





vU 

de 1 
r ç 12001 + «ЛИ — Z sin IN 
d: r 

= coslo + Ww 
d Vap 
do r sn(e+I)gç 
dà Jp sai (5.50) 





一 工 202890 + (es E + ON 





an (e + Розі 


е . 


[заха 一 созк) 
n 





推导 (5.51) 式 的 举例 : 
将 〈5.50) ИҖА. (5.18) 式 , 则 
do n r iletip, (5.52) 


d: J sn; 
3⁄ (5.50) КЛ (5.27) KW 
йш. r.) re sin? 
ЕВЕ 





上 式 右 端 项 合并 后 的 系数 是 : 


A 


ыы а): 





[v> сз} + (1+ Э] 


екеж а] 
ev к J 


У 


тер 


一 一 工 (cosE + e), 


所 以 
2i _ Д 2 sin fÜ + (cos E + e)N] (5.53) 
“é w 


de — cosi $2 _ 81 
d: ds ві 


- 2-12 {U + (cos E + e)N] 
一 -一 (о + f) ctg iW, 
Ма? 


$4 拉 格 朗 日 行星 运动 方程 


在 很 多 情况 下 , 摄 动力 是 保守 力 ,因此 报 动 加 速度 可 以 用 报 动 
函数 对 坐标 的 偏 导 数 表示 , 即 f = 2R, TR г 又 是 轨道 根 数 
а, 的 函数 (+, o) ЖЕ 对 坐标 的 偏 导 数 可 转换 成 - 尺 对 轨道 根 数 
的 偏 导数 = 表示 , 拉 格 朗 晶 行星 运动 方程 就 是 报 动 加 速度 以 报 
动 函数 对 轨道 根 数 的 偏 导数 表示 的 一 种 摄 动 方程 

当 根 数 o; 有 80; 变化 时 ,引起 报 动 函数 六 的 变化 是 : 


А 
aR = D ZE o, (5.54) 


i= 


从 另 一 角度 看 ，sc 引起 坐标 г 的 变化 sr， 从 而 再 引起 尺 的 变 
化 , 即 


& 
CELTES 








ак = R ar mf- or (5.55) 
值得 提醒 的 是 3r 并非 由 于 时 间 z 的 变化 所 引起 的 . 它 的 意义 相当 
于 分 析 力 学 中 的 虚 位 移 ,于 是 《5.55) 式 右 端 f ог 的 意义 是 单位 
HEHEH. REGOR 


f — Sr, + ТӨ + Wh (5.40) 
"НЯНЮ. 
Br == örr, + 7500, + rõph, (5.56) 


这 里 9 ЯФ Те ТД DB SF ТИЕ ВАЖНЫ Я. h (5.40) 
和 (5.56) 式 得 : 

f + Br = 587 + Tr80 + Wròp (5.57) 
经 度 角 9 和 纬度 角 9 位 移 的 矢量 表示 是 200 — 20%. Яп афр 一 
一 5696 见 图 (5-3), 当 i、w + f. Q 有 变化 5 89, (о + f) WT, 





引起 9, p 的 变化 是 : 
80 — SION - h, + 5002 - h, + Hot DR- bo 


— 80 cos i + до + 81. (5.58) 
sg 一 一 5ION. 0, — 200= - Ө, — (и + [уһ Ө, 
= Bisin (za + J) — 89 cos (e + f) sin i, (5.59) 


(5.58) Яп (5.59) 式 中 的 时 需 用 20 表示。 根据 


vise 

















两 端 取 对 数 : 
1 „1 1 E 
ntg -Аь = ug 
n 5 (1+) 22а e) + ЫГЫ 
对 上 式 作 微 分 运算 
жай 
二 一 2, зр иаа НЕГЕ 
2 wt 2 ite 
2 
sas 
+11 ве+ 1 2 Е, 
21-е 2 gË 
2 
№. 
Bl n 3e ВЕ 
s sin f 1— = sin E 
所 以 
of = St ве + “вк, (5.60) 
i-e sin E 
又 从 
E—:sinE=M, 
8: ВЕ ~ 1... G8M + sin Edc) 
Í — cos E 


= “ (ôM + sin Еге), (5.61) 
r 


将 上 式 代 入 (5.60) 式 











(5.62) 式 代入 (5.58) 式 , 则 


38 — айо + 8o + SGi + # ре Тм 
1-е ғ гп 


(5.63) 


又 因为 
r= (1 — ¿cos E), 


所 以 
ör == (1 — ecos Е)ба + ас sin ESE — acos Еде, 
利用 (5.61) 式 
ör -- да — scos Еве + 2% (8M + sin Еве) 


т 


- 7+ San BBM + (Zang = асов В) бе 


- Zaa + Е sin E8M — асозўде, (5.64) 
Ж (5.59), (5.63), (5.64) 一 起 代入 (5.56) 后 ,再 代入 (5.55) 便 得 ; 
гк = h + |Z i 十 一 2)T 一 acosf + $] 


+ ые + рин 
+ [roosiT — rsinicos(w + })И/180 
ae sin J ае 
+ = жыз + ет гм. (5.65) 
(5.54) 15 (5.65) 式 的 右 端 应 相等 , 而 да, де, i... 等 为 独立 变 
化 , 故 有 





ӨЕ"; \ 
да а 


= —sa1(1 + т — acosf$ 
ôR 

+ 
Ci |. бв 


"1849 


ri 一 rcos 江 一 rsinicos(o + f)W 


z -元 (esinfs + £ т) 
BR 


== = rT 





(5.66) 式 表 示 ŠË кше Ж 5. T, w 之 关系 。 在 以 上 的 失 

导 过 程 中 我 们 直接 将 M 作为 一 轨道 根 数 ， 这 也 是 允许 的 ,不 过 从 
a n3 ÔR 出 可 以 由 R 

(5.32) 式 看 , м эм, #& (5.66) 中 的 BM 也 可 以 由 代 





ӧм, 


替 。 利 用 (5.66) 和 (5.43) 式 不 难 推导 出 拉 格 朗 日 行星 运动 方程 : 























. (5.67) 


di m 1 agi BR 一 1 
ds пау е Bo һау аш: 98 
D 1. OR 
d: пй е sini Ôi 
de У е OR 1 ari 
ds nae Oe пау е? ði 
4м, „_ 2 ƏR _ 1-е OR 
ds па да noe де 
(5.67) 式 推导 的 举例 如 下 : 
由 (5.43) 式 
do Vep cosis + УЕР (1 + г.) ат 
dr ep ep ? 
~ cg isin (o + f)W 
np 
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= Vep fal + акт = воа, 














аен 
1 Е š 
— — r ctg isin (a HPW, 
Мар a 
利用 (5.66) 式 得 : 
до _ Мир ЭВ _ 1 ,OR 
ds ae Be рс а 
„Ма ак k авд 
ne Oe паја Oi’ 
由 (5.43) 式 
d ~ Yep anfs + ep (оу cosE)T 





МиР sinfs + МИР (Cecosf + ecos ET 
pe 





利用 (5.66) 式 
de _ МР Е ак _ так 


а Аа а ӨМ, або 
сита (Y= ё ӘК _ 1 әк 
пае а Эм, а до 








lze дв М1 е ӘК 
ne ӘМ, пас дә” 
关于 бе. за 等 其 它 方程 ,读者 可 自己 推导 。 
在 行星 和 卫星 运动 理论 中 也 常用 以 下 一 组 轨道 根 数 : 


а, е, і. Q, ó, 8% 








其 中 “acato 
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s=ë+M = 0+ о+ 


Mo. 


ls 称 为 近日 点 的 平 黄 经 ,8 称 为 历 元 时 刻 的 平 黄 经 ,这 两 个 根 数 代 
Вой М, Е о, e, i 0, о, М. 的 函数 , 即 原 有 
RCo, e,i, Q, о, Mo) 引入 新 的 轨道 根 数 后 则 有 ; 

Е — (а, e, i, 0, Ф, 8), 


ƏR ƏR ƏR 


жов вту 08. 08. эе 


它们 的 关系 是 : 


звай 至、 


Е _ ӘК, ды, ƏR 06 _ ƏR ӨК 





до Os, до дф до де, 


ƏR _ ӘК, дь, 08.06 |. OR _ 6R 


09 Oss ðQ да ой OA 


066 


OR 
Әә д0 Е 


ôR ðR 
ДЕ R 的 形式 ， 


ƏR 
дё 
(5.68) 


RAGGAR ‚(5.67 TS kaha 9k ЗИ СУНА, 38 


Е 仍 记 为 R) 
da 2 OR 


dt na де 


de (1-0) Ме aR Vie ӘБ 








ds пае дв па’ 
gt 
г ПОИНИ 2 + aR) 
4: nal ө 
2 ƏR 
naaf 1 — 2 sin; 99 





i : 
dë ___#2 oR,VIi-e oR 
dt nal Ө nde бе 








"е д6 


. (5.69) 
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从 (5.69) 式 可 以 看 出 , 当 偏 心率 。 很 小 以 至 趋 于 零 时 ， s=, 
32 угаана, жыршы Кей ик йв 














д. 
Ф Recost, = esin@, 
新 参数 人 4 代替 “。、S。 则 有 
OR оз T + sinó 9х 
е 
BR С: әк | ©?® 
98 еба + есоз@ 5 
та ае 一 esinG Е 
аһ de ё |’ (5.71) 
ү Гуш пб яғ + ссозф T 
м 
ah — М И: 
出 пв k г +1) ко 
чт KOR p VIER OR 
tyi È к—Ё ді na ôk 
о VI- F-E 人 BR 
d: пм в E +1) 9% 
; 
- “z „ӘВЕ _У1- P= Әв 
пахі -P-E 6 на Ok 
(5.72) 


„1з, 





如 果 倾 角 为 小 量 ， 38, а. 两 方程 将 出 现 奇 点 ,引入 р. 4 


代替 i、 Q, 它们 之 间 的 变换 关系 为 


р” sinisinQ, q — sinicosQ, 


















м 
дк. eonisin aR + соз еж ООК 
Р 9 
5.73 
вод (3.73) 
50 — nicos а; — чагаа. 
ap - sin icoso 80 + соіа 
А Н ý (5.74) 
d? 2... 0989 A di 
F P —sinisinQ a, + созі соз0 qç 
(5.69) 代 和 人 上 式 后 得 : 
ЕЕ 
ds пач/1 一 ôg 
Е Уре: (9 + 2R 
лау (+ М1 р 4) 95 дв 
dg Уі ƏR i 
ds пау 一 c ӨР 








М1 = — #9 OR | ӨК 
nal — el 人 =) | 
(5.75) 


$5 ая 


前 面 几 节 我 们 介绍 了 几 种 形式 的 摄 动 方 程 ， 它 们 是 一 组 很 复 
杂 的 非 线性 微分 方程 ,不 能 找到 完全 的 分 析 解 ,而 只 能 用 一 组 级 数 
解 ,作为 分 析 解 的 近似 ， 在 这 一 节 中 将 介绍 如 何 求 级 数 解 。 
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жылан А Жый 了 (或 E) 与 主星 
. 
ЗЕЕ 8 ала, RERA ЖИЕ RO M) 
. 方程 如 (5.69) 式 的 右 喘 总 合 有 一 个 小 因子 ,于 是 它们 可 写成 
da Ес, r) (5.76) 


的 形式 ,其 中 。 为 小 因子 , 称 为 摄 动因 子 ; 当 e = 0, о, 为 常数 ， 
即 二 体 问题 的 解 ， 从 (5.76) 式 看 出 c, 是 6 的 函数 ,因此 Flo, г) 
也 是 8 的 活 数 ,为 了 求 (5.76) 的 级 数 解 ,将 Pi(o, E 60 A 
作 台 劳 展开 ， 


Pio 人 一 Fno 十 (2) + К) г 


дв h ðs? /% 
+1 (SF) r + дя (5.77) 
将 ($5.77) 代 入 (5. .76) 式 得 : 
mt еа (0) е 
+£ 1 (бе), stave, (5.78) 


上 式 中 Fo h (98) 等 表示 F, 和 EL фо юй 


со RA. RCG. туал е 的 一 жении 
摄 动 解 ,此 时 摄 动 方程 : 


积分 得 : 
о oP + ой (5.79) 


其 中 д” 为 时刻 的 瞬时 轨道 根 数 。 从 (5-79) 式 可 知 若 只 要求 准 
确 到 一 阶 操 动 , 则 摄 动 方程 的 解 可 直接 积分 得 到 ,积分 对 摄 动 方程 
右 端 的 轨道 根 数 可 当 作 常数 Co 时 刻 的 瞬时 轨道 根 歼 ), 
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假如 (5.78) 式 右 端 取 到 e M, Н СИ ЖОНИНЕ: 


z = 9 + |, Рай + è | (25, d, (5.80) 


同 理 可 以 得 到 更 高 阶 的 摄 动 。 如 果 把 es, e 等 项 的 系数 记 
fE aj. ш”, Pee, Ый 


[тее 
Lee 


бе 


š (5.81) 





则 摄 动 方程 的 级 数 解 形 式 为 

ш — о? ва + aP + в + e, (582) 
根据 已 知 函 数 Fo WA (5.81), (5.82) ОСА 
以 求 得 。 只 是 当 摄 动因 于 较 大 时 (5.82) 式 的 收敛 性 差 ， 故 必须 
来 高 阶 摄 动 ， 这 时 具体 的 公式 推导 较 烦 。 级 数 解 常用 于 大 行星 运 
动 理论 ,对 于 那些 大 偏心 率 , 大 倾角 的 小 行星 运动 用 级 数 解 效果 较 
差 , 有 的 以 致 完全 不 能 用 。 


56 大 行星 运动 


大 行星 是 天 体力 学 中 最 早 的 研究 对 象 , 早 在 18 世纪 由 于 航海 
事业 的 发 展 ， 人 们 需要 精确 确定 月 球 、 大 行星 等 太阳 系 天 体 的 位 
什 ， 拉 格 朗 日 最 先 较 完整 地 建立 了 大 行星 的 运动 理论 。 大 行星 运 
动 理论 是 根据 大 行星 运动 的 特点 确定 行星 运动 方程 的 近似 解 。 

行星 的 质量 与 太阳 的 质量 相 比 是 航 小 的 量 ， 因 此 在 确定 某 一 
行星 的 运动 时 ,太阳 可 作为 主星 体 , 其 他 行星 作为 摄 动 体 , 它们 的 
质量 作为 摄 动因 子 。 以 三 体系 绕 为 例 , 设 太阳 的 质量 为 M。 两 个 
行星 的 质量 分 别 为 ma. ть, 它们 两 组 轨道 横 数 分 别 用 mvi- 
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ПЕ on oreet n ЖКН ШЕ Н T БЕ ӘЛ (5.69), 
个 行星 的 运动 方程 可 以 写成 : 


44 — mF“, 0,1) 


(5.83) 
= тбКи, 2, г) 

(1-1, 2,-::,6) 
的 形式 .5.83) 式 右 端 F. G 的 具体 表达 式 即 为 (5.69) 式 的 右 端 
函数 。 因 为 m. m < М», Ж т, m 可 作为 摄 动因 子 ， 用 二 元 
函数 的 台 劳 展开 ,将 Fi G, 在 m т = 0 处 作 展开 ,得 : 


F, (Е + т, (5) + "бы, ++" "(вл 
к) на)" 


деа) ыт "бое | 


т т") кул "(ие 





(5.84) 
将 (5.84) 式 代 人 (5.83) 并 对 + 积分 得 : 
m =a m| Ede mm [| (SE: ) а 
+ mf (22 а + Ост”) ЭЛ, 


n= mf (Gi)odi + тт, f 96, dr 


十 mif, (Eha + Olm’) 
аи, И ЗА ИОН НАК ХЕВИН, (Р). 
сель. (EA, (99)... Suni ЕЯ алик 
п, 79 \дт, Z 
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式 中 的 行星 轨道 根 数 用 初始 值 vi P КА. 
在 (5.85) 式 中 , 右 疾 若 只 取 前 两 项 , 恒 得 到 行星 运动 的 一 阶 择 
动 解 ,也 就 是 说 在 拉 格 朗 日 行星 运动 方程 中 , 右 端 出 现 的 轨道 根 数 
用 常数 ( 初 值 ) 代 人 积分 便 得 一 阶 振动 解 。 积 分 时 ， 首 要 的 问题 是 
必须 将 摄 动 函数 R 玫 示 成 时 间 (或 相当 于 时 间 的 变 一 ) 的 显 函数 的 
形式 .利用 行星 雪 道 的 小 伪 心 率 和 小 倾角 ， 可 将 报 动 函数 R 展 开 
成 平 近 点 角 M 的 三 角 级 数 ,其 形式 是 
Е = A4 + DAcosD, (5.86) 
Ah 
D — (ks + Ёл + kest k'e + А, (5.87) 
上 面 公式 中 А, 是 两 个 行星 的 轨道 根 数 a、e、i、 б, O КЕЙ, A 
是 两 行星 轨道 根 数 a、e、i、9 的 函数 并 含有 摄 动 行星 的 质 最 m 或 
(m), 4, АН G 0. о WAR. n. 代表 两 个 行星 的 平均 
Eb, k fn К ЖЕЛЕ. 
关于 摄 动 函数 的 展开 问题 是 一 个 烦 杂 的 课题 ， 读 者 若 有 兴趣 
可 参考 有 关 书 籍 ， 
现在 以 4%, 4 两 个 方程 为 例 ， 具 体 分 析 行 星 运 动 的 一 阶 
в. 
由 (5.86) 和 (5.87) 式 有 


一 24 snD 如 一 一 Aksa D, 


将 上 式 代 人 (5.69) 式 得 : 





da __2 R 2. 
ЧЕ ma: OB >У Aksin D, 
积分 上 式 得 
25 = Ak a 
a= a+ ЕР cos D. (5.88) 
x 
BR 94. — 94 


ӘК „94 _ y 494 „р 


06 


将 上 式 代 人 (5.69) 式 得 : 


de Loe- VITE дар 
ds 
_ i= 94 
=P s - х4 тар), 
积分 上 式 得 
МО 94 p Ieir 








cos D 
nk + nk 
=, 84 1 
-YLE уд 04, . 1 аер, (5.89 
nae 24 BE пї+тК л; “баў 


， 从 (5.88) 和 (5.89) 式 我 们 可 以 看 出 。 只 有 周期 变化 ， 而 。 既 有 长 


期 变化 ,也 有 周期 变化 , 对 于 其 余 的 四 个 根 数 , 我 们 可 一 一 作出 类 
似 的 讨论 ,结果 表明 , 除 半 长 径 。 充 长 期 变化 以 外 ， 其 他 五 个 轨道 
根 数 都 存在 长 期 变化 同时 也 有 周期 变化 ， 六 此 一 阶 摄 动 解 可 以 形 
式 上 表示 成 : 

a w a, + РТ 

e= e, + e: + PT 

i= i+ it PT 


- (5.90) 
9 — 9, + 9: + PT 
ба + би + PT 
в, — 8, +s + РТ 
上 式 中 РТ НЯ, п, йз FENER AON Ж. 从 
(5.88) Яп (5.89) аний дя вп 


nk + nk 
的 系数 中 还 含有 - AF ТР 的 因子 , 当 nk 十 "А 不 很 小 时 ,这 


种 周期 项 称 为 短 周期 项 ,这 些 项 的 振幅 也 不 大 ; 当 sk + nk 很 小 
时 ,周期 项 的 周期 很 长 振 粮 很 大 。 称 为 长 周期 项 ， 两 个 行星 的 平 
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Bai m ЧИН, Z= E, ми 
0, 这 种 情况 称 之 为 页 行 星 运动 接近 通 约 或 共振 )。 通 约 时 ,出 现 
大 振幅 的 长 周期 变化 ,产生 轨道 的 不 多 定 ,因此 有 人 用 它 米 解释 小 
8310632 BR, 

ИЖЕ), BR EB UE (5.85) рдай И 
T, ПАЗ ЖАНЕ И—И1БЫОЛЕНЕ. BARN 
Е ЕЕ 
ТАНЫР НАСТАВ m R mI 
小 量 。 例 








da _ 2 OR_ ,vudR ， 

da L 2 ВЕ унан oR 5.91 

d ља ôn дв Gan 

而 мае ( 2940) ке ...... ) (5.92) 
да 


上 式 中 的 Ae 可 将 一 阶 摄 动 的 结果 代 人 ,由 (5.88) 式 可 知 


Ak 
Aa = 237747 +£ D 5.93 
а и УКУК” (5.93) 





A ФЕВ АЕ m. 








ӘК ӘК OR ER 
ÔR OR, OR PR А 
дк: Da 50да, 2° Bay 4° 
BR 
Di AES 
PR o, ËR y 
Ид PY LTT 5.94 
БЕРЧ ЫШЫ ОРДЫНА $94 
ве... +. 等 表示 摄 动 行星 的 轨道 很 数 .将 6.92) 和 (5.94) 式 


代入 (5.91) 并 积分 便 可 得 二 阶 摄 动 解 , 一 般 说 二 阶 摄 动 也 包含 长 
期 项 和 周期 项 并 且 还 会 出 现 长 期 项 与 周期 项 相 乘 的 混合 项 , 称 为 
泊 松 项 ,对 于 半 长 各 “来 说 不 仅 一 阶 摄 动 无 长 期 项 ， 三 阶 摄 动 也 
只 有 周期 项 和 治 检 项. 
IRE (Le. verrier), ШШ (Newcomb) 和 罗斯 《Ross) 等 
人 根据 大 行星 运动 理论 都 编号 过 星 历 表 ， 然 耐用 分 析 方法 研究 大 
"мз 





行星 仍 存在 不 少男 难 。 特 别 对 于 i 和 е 较 大 时 和 考虑 高 阶 摄 动 的 
情况 。 自 1984 年 起 ,直接 采用 大 行星 运动 方程 的 数值 积分 编制 行 
вину. 
PAEZ, ИПИ ИШ И ЯНЕ RJ 1333958 кай 
ЗЕ ЖА ВИВЬЕН, 
5555 1900 # 1 Дон 12% ТРТ = 12241502019 
жи 
Q — 47°08'45''40 + 4266775: + 0626 
і =e 7900'10'/37 + 6999; — 00667 
@ == 75953'58"91 + 5599/76: + 1.066 
е = 0.20561421 + 0.00002046; 一 0.000000030# 
д — 178°10'44/68 + 5381066548: + 17084 
а = 0.3870986 
金星 
О = 75°46'4673 十 3239746: + 1476P 
i = 3523/37/07 + 37621: 一 070035 
Ф — 130009498 + 506893; 一 37515 
е — 0.00682069 — 0.0004774+ + 0.0000000912 
2 = 342°46'01739 十 210669162.88: + 17/1148 
a = 0.7233316 
地 球 
ё = 10191371570 + 6189703: + 19632 + 070127 
е = 0.01675104 — 0.00004180: 一 0.000000126# 
1 = 9994148704 + 129602768713; + 170896 
a — 1.00000030 
ха 
Ф — 48°47'11719 + 27751578 — 070050 — 001922 
i = 1951701720 一 27430: + 0704547 
ë — 334913705753 + 6626773; + 046752 一 0700432 
в — 0.09331290 + 0.000092064 一 0.0000008777 


. 1%. 


а — 293944751746 + 68910117733, + 1711847 
в = 1.5236915 
жи 
С — 99°26'36719 + 36377908, + 1726802 
— 003064 
í — 191831745 — 20506: + 07014? 
Ф = 1294315734 + 5795862: + 378025872 
— 0.01236“ 
e 一 0.04833475 + 0.000164180; — 0.00000046767 
— 0.0000000017/` 
д = 238°02”57”32 + 10930687.'148 + 17204862 
— 02005936P 
в = 5.202561 
土星 
Q — 112°47'2574 + 314375025, — 054785? 
— 00191” 
i = 2°29'33'07 一 147108; 一 0705576? + 0.000162 
6 = 91°05'53”38 + 7050297: + 279749 + 070166 
e — 0.05589232 — 0.00034550; — 0.0000007282 
+ 0.000000000742 
1 = 266°33'51”76 + 44046355810, + 1168357 
— 000212 
а = 9.554747 
RIE 
Q = 7392837755 + 1795204: + 477222 
i = 0946'20787 + 27251: + 0.14227 
Фф = 171932”55”14 + 5343958; + 08539% 
— 0700218 
e = 0.0463444 — 0.00002658; + 0.000000077# 
2 = 244°11'50789 + 15475087765; + 17137747 


'мю. 





— 0002176 
в = 19.21814 
海王 星 
О = 13024052789 + 39567166: + 0.899528 
— 0.016984 
i= 1546'45727,== 347357: 一 0703282 
@ = 4694338737 + 51287468: + 17406942 
— 020021767 
е = 0.00899704 + 0.000006330; 一 0.000000002P 
д — 84°27'28778 + 79158972911 + 17715374 
— 00021762 š 
а — 30.10957 
时 间 * Ма, А E NM. 1 EP 
а ë + M. 
是 否 可 以 根据 行星 运动 的 理论 来 判 新 太阳 系 的 稳定 性 呢 ? 这 
个 问题 目前 有 待 进一步 的 研究 ， 从 一 阶 , 二 阶 理论 看 ,各 行星 的 半 
长 径 4 没 有 长 期 摄 动 ,似乎 太 限 系 是 稳定 的 。 然 而 ,偏心 率 。 有 长 
期 变化 ,这 也 有 可 能 导致 轨道 的 不 稳定 . 但 是 ,考虑 了 高 阶 摄 动 后 
情况 又 会 怎样 ? 我 们 只 能 从 以 往 的 演化 事实 和 上 生前 的 情况 说 太阳 
系 基本 是 稳定 的 . 


$7 月 球 的 运动 


月 球 是 离 我 们 最 近 的 自然 天 体 ， 其 位 置 的 观测 精度 最 高 .从 
18 世纪 以 来 拉 普 拉 斯 、 德 洛 勒 (Delaunay), MA (Hansen), Ж 
耳 和 布朗 (Brown) 等 人 对 月 球 的 运动 作 了 许多 研究 工作 ;编制 了 
月 球 的 运动 表 . 本 节 介 绍 月 球 运动 中 的 主要 问题 即 月 球 仅 受 太阳 
报 动 时 的 运动 问题 ， 

当月 球 围绕 地 球 运动 时 ， 它 受到 太阳 的 摄 动 。 其 摄 动 函数 
是 : 

мах 


а = cx (1 - r), бэзу. 


А ғ 


其 中 mm 是 太阳 的 质量 ,A =r — r, r Ar 分 别 是 月 球 和 太阳 的 
жох, - 
设 5 为 月 球 与 太阳 的 地 心 张 角 , 则 有 

A =r’ + r 2е+' coss, (5.36) 


由 于 r< ”， 故 从 (5.95) 式 可 得 : 


но (E вой +) + с ]. 
+ ғ 2 K 


(5.97) 
利用 (5.97) 式 和 r> r — rr соз. 在 忽略 与 月 球根 数 无 关 


В 2 以 及 高 次 项 后 ，(5.95) 式 化 为 : 


= 9" „(13 r) 
в- 9 "( L $ cots), (5.98) 





在 图 $-4 中 , 设 也 .3 和 上 分 别 表示 地 球 , 太 阳 和 月 球 ,Y 为 春 


图 5-4 
分 点 , 则 月 球 和 太阳 的 经 度 分 别 为 : 
由 一 IN AL o tot f 
= | (5.99) 
Ф = rS то +f 


„жэ, 





其 中 了 和 了 分 别 是 月 球 和 太阳 的 真 近 点 角 . 
在 球面 三 角形 SNL 中 ,采用 余弦 公式 可 得 : 
coss 一 cos (d — 0)соз(@—ф') 
+ sin (ф — D) sin (Q — $) соз(ж — i), 
成 者 是 
cos s = cos (ф — @)соз(ф — Q) 
+ sin ($ — 9) sin (g — 07) созі, (5.100) 


利用 сори — sint 和 L= cos + sin £, 


(5.100) 式 又 可 化 为 
coss = co” + cos (9 — Ф) + sin? cos(a + #' — 20). 
(5.101) 
将 (5.101) 式 代入 (5.98) 式 后 ,可 得 摄 动 函数 : 


Gm 1 3 i С 
g — Em [L+ E EER уен 
Pa 7 u 2°” 2 C Ф) 


+ Зоде? i sint + соз(ф — Ф) соз(ф 
+w 20) + Š diat Leo (8 + —20)]. 
(5.102) 


由 于 Gm=n, ф—ф—0++}——{[ 和 
++ Ф ена — Q, (5.102) 式 又 可 化 为 : 


к-к Бунт 


ое 


4+3 sinti [cos2(w + f) + соз2(ю' + f — 91 


о 


=. qas ЕВЕ 下 二 
+ imt + Š sin оао а о). 
(5.103) 


0 





为 了 讨论 方便 起 见 ,我 们 可 以 作 下 列 合 理 的 简化 : 

图 由 于 月 球 轨道 倾角 ; 是 小 量 G 一 5°8 ) REER peg 
忽略 六 及 其 以 上 项 ， 这 时 cos = 1 一 三， sis Р 和 
а. = 0, 

® 忽略 地 球 轨 道 的 偏心 率 ee — 0.056), Ж има’ 
f f == M”. 

O 由 于 月 球 轨道 偏心 率 。 也 是 小 量 (e - 一 0.054)， 因 此 在 R 
中 能 够 忽略 高 于 e 项。 

利用 简化 条 件 (1) 和 (2), (5.103) 式 可 以 化 为 

"(71-3 
R— л “(> E з P 


+ (1 Рем + 0) 


3 
4 
十 il cos2(e + f) + сов 2’ + M° 一 оу]. 
(5.104) 
从 (5.104) 式 可 以 看 出 R 由 二 部 分 组 成 ， 一 部 分 是 仅 与 月 球 
轨道 根 数 有 关 的 常数 项 R., 另 一 部 分 是 通过 月 球 的 平 近 点 角 M 和 
太阳 的 平 近 点 角 M 显 含 时 间 ғ 的 周期 项 R,, 即 有 “ 
R=R +R, (5.105) 
利用 简化 条 件 (3) 和 


© -EF 
= if (1 — ecos E)'d E 
=' 3. 
可 得 (5.105) 中 的 
ве ее(2+20-320), © (уюб 


юз. 





волов) т 
BR ral+ ta? 
(1+ 2-3 2) 


ôa + 
Әв, 3 „, 
wT > (5.107) 
IR —2 ei 
i 


将 (5.107) 代 人 报 动 运动 方程 后 ,可 得 月 球 轨道 根 数 长 期 项 的 
系数 是 : 


к Eh За 。 (5108) 


其 中 % 一 2 +0, АЖЕН. ¿— | sk tM, tä, 


ЖНЖ. 
(5.108) 式 积分 后 可 得 


о, ее, imi 
0-0 tig- t) 


бф = x, + s ео j Өлө» 


ыы G — t) 


其 中 в, T torete 4。 是 月 球 轨道 根 数 在 某 历 元 时 刻 а 时 的 值 ， 


=: a 和 的 表示 式 为 (5.108 式 ,它们 可 以 根据 观测 月 丈 


Жат, ‘июле 
бе 





的 结果 .布朗 在 编制 月 离 表 时 ,给 出 月 球 轨 道 的 平均 根 数 ( 消 去 周 
期 项 后 的 根 数 ) 是 : 
历 元 1900710412: (E. Т) 
в = 384402km + 2km 
е = 0.054900489 
í = 5°08'43'427 
Q — 2592183275 — 0205295322224 + 020020780 
+ 020000021 (5.110) 
Ф = 3342329556 + 0211140408034 一 020103250 
— 020000126 
1 = 2705434164 + 1317639652694 — 020011330 
+ 0200000192 


Н i d 是 平 太 阳 晶 ,+ 是 侍 略 世纪 。 
32 < 0, HAEARN ИЕЯ F ЛЯ Л ЕРЕ. Pú B 


360 
的 周期 是 005295372 x 3652422 年 或 者 是 18.6135 年 ， 即 每 


18.6135 年 转 一 图 。 月 球 轨道 升 交点 移动 直接 影响 着 交 食 规律 , 因 
此 它 在 研究 日 \ 月 食 时 相当 重要 。 在 我 国 古代 早 就 发 现 了 这 个 局 


期 , 称 它 为 "一 章 "。 d> 0 说 明 在 太阳 引力 作用 下 月 球 近 地 点 


360 ? š 
ERE. KERAM Eon x суру 年 或 者 8.8475 年 ， 


即 每 8.8475 年 转 一 圈 。 月 球 轨道 近地点 的 移动 造成 月 地 距离 的 
变化 ,这 会 引起 湖 沙 中 的 “视角 差 ”, 因 此 它 在 研究 潮汐 时 有 一 定 意 
х. 
将 (5.105) 式 中 的 周期 项 R, 代 人 摄 动 运动 方程 后 , 可 得 月 款 
轨道 根 数 的 周期 项 .由 于 月 球 轨道 根 数 存在 着 周期 变化 ,因此 它 的 
经 度 由 和 纬度 ?也 存在 若 周 期 变化 。 月 球 的 真 经 度 和 纬度 分 别 是 
peu tuti (5.111) 

# 


з, 





Ф ба sinisin (о + 0] Gu 
利用 (5.111) 和 (5.112) 式 可 以 得 到 月 球 的 经 度 和 纬度 的 局 期 
项 ,月 球 轨道 的 周期 项 称 为 月 行 差 .由 于 月 球 距离 我 们 最 近 , 它 的 
位 置 比 其 它 天 体 更 容易 定 准 ， 因 此 许多 差 数 早 就 发 现 了 ， 下 面 列 
出 几 种 主要 的 月 行 差 。 
а) SE, 
在 R, 中 有 一 项 £ а соз (2M + 2w — 20) 使 月 球 的 


黄 绪 产生 以 (M 十 w 十 20 一 2M 一 2o) 为 引 数 的 周期 变化 . 
ЕВЕ НН 321279915, 振幅 是 1023”.7。 这 是 月 球 黄 纬 中 
最 大 的 摄 动 项 . 

(2) шж. 

在 R, 中 有 一 项 使 月 球 的 黄 经 产生 以 [М +200 + o) 一 
2(М' + o)] 为 引 数 的 局 期 变化 。 它 的 变化 局 期 是 31:80747, 振 
114 1916267. 这 是 月 球 黄 经 中 最 大 的 摄 动 项 ， 早 在 依 巴 谷 
(Hipparchus) 时代 就 从 观 油 上 发 现 了 。 

(3) 5%. 

ЖЕ R, 中 有 一 项 使 月 球 的 黄 经 产生 以 2(M + a + 0 一 M 一 
w) 为 引 数 的 局 期 变化 。 它 的 变化 周期 是 半 个 朔望月 ， 振 幅 是 
39'29”.9。 这 也 是 月 球 黄 经 中 有 较 大 的 报 动 项 , 早 在 托 勒 孜 (Ptole- 
my) 时 代 也 从 观测 上 发 现 了 。 

(4) да. 

Ж R, 中 还 有 一 项 使 月 球 的 黄 经 产生 以 一 个 近 点 年 为 变化 周 
期 振幅 是 1108“.9 的 周期 变化 。 

б) ях. 

在 R, 中 ， 另 外 一 项 使 月 球 的 黄 经 产生 以 (M +a + O — 
M 一 w ) 为 引 数 的 局 期 变化 。 它 的 变化 周期 正好 是 二 均 落 周期 的 
二 倍 即 一 个 朔 鹿 月 , 振 蚁 是 2.04".8。 

除 此 之 外 还 有 许多 没有 命名 的 其 它 月 行 差 . 布朗 在 编制 月 离 
表 时 就 有 по 余 种 不 同属 期 的 月 行 差 。 дев дета, ЖШ | 


+ 


超过 1007 的 有 13 Ж, RAE 1 到 100” ХЕ 46 种 之 多 . 
目前 天 文 年 历 中 所 用 的 月 亮 表 是 根据 布朗 的 “Tables of the Mo- 
tion of the Moon” (New Haven, Yale University press, 1919) 
中 公式 计算 的 . 他 除了 考虑 太阳 的 摄 动 外 ( 称 为 太阳 项 ,这 是 主要 
的 ) 还 有 水 星 、 金 是 火星 .木星 和 土星 的 直接 摄 动 和 间接 摄 动 〈《 通 
过 对 地 球 运 动 的 摄 动 来 影响 月 亮 运动 ) 以 及 地 球 和 月 球形 状 引起 
的 摄 动 . 





$8 海王 昨 的 发 现 和 水 星 近日 点 的 进 动 


1781 年 3 月 31 НЕН (Herschel) 首先 用 他 自己 磨 制 的 
望远镜 发 现 了 天 王 星 ， 在 这 前 后 ， 人 们 对 天 王 星 就 进行 了 多 次 观 
测 。 1821 年 法 国 天 文学 家 布 瓦尔 竺 (Bouvard) 受 法 国 经 度 局 委 
ЖНЯТЕя, жийи н Ж. 对 于 土星 和 木星 观测 到 
的 位 置 与 用 这 个 星 历 表 算 得 的 位 置 差 0-C 值 完 全 相符 合 , 但 是 
对 于 天 王 星 ,发 现 它 的 О-С 值 相 差 很 大 ,而 且 以 后 的 偏离 越 来 越 
Ж. 到 了 1846 年 ;经度 上 的 0-C 值 已 偏离 达到 7. 这 是 无 法 用 
观测 误差 来 解释 的 ,究竟 是 作为 天 体力 学 的 基础 ~ 一 万 有 引力 理 
论 不 可 佑 还 是 在 天 王 星 的 轨道 外 还 存在 有 一 里 未 知 的 行星 在 影响 
着 它 的 运动 ,人 们 努力 在 寻找 原因 

1841 年 7 月 3 日 当时 还 在 英国 剑桥 大 学 学 习 的 年 轻 学 生 亚当 
斯 (Admas) 完成 了 一 篇 文章 ,在 这 篇 文章 中 他 认为 存在 有 一 颗 未 
知行 星 在 影响 着 天 王 星 的 运动 。 后 夹 他 利用 天 王 星 的 0-C iit 
算 了 这 颗 行 星 的 质量 和 轨道 很 数 ， 并 将 结果 交 给 了 皇家 天 文学 家 
Жш (Airy), 但 是 没有 引起 足够 的 重视 . 

与 此 同时 法 国 天 文学 家 惑 碱 耶 也 在 进行 这 项 研究 工作 ，1845 
年 他 完成 了 有 关 这 颗 新 行星 的 第 一 篇 论文 ， 后 来 他 又 将 一 系列 航 
结果 呈报 给 法 国 科 学 院 ， 1846 年 8 月 31 已 他 在 “ 论 使 天 王 星 运 
行 失常 的 行星 , 它 的 质量 , 轨道 和 现在 的 位 置 ” 一 文中 具体 算出 了 
这 颗 行星 的 轨道 根 数 和 预言 了 它 的 位 置 ， 三 个 是 期 后 , 1846 年 9 























А 23 日 , 粕 林 天 文 台 的 加 勤 《Galle》 F ss ИПИ БЕЙЛЕ 
НИИ ЖЗ 1° 处 发 现 了 海王 星 。 
下 面 介绍 他 们 推算 的 基本 原理 . 
由 于 当时 所 知道 的 行星 轨道 倾 第 都 比较 小 ， 例 如 天 王 星 大 约 
是 077， 因此 他 们 假定 这 颗 未 知行 星 的 轨道 倾角 也 很 小 :这样 可 
以 近似 地 当 作为 平面 问题 
他 们 认为 造成 天 王 星 位 置 偏差 0-C 的 原因 是 来 自 二 个 方面 ， 
一 个 方面 是 由 于 布 瓦尔 德 所 给 出 的 天 王 星 轨 道 眼 数 本 身 有 误差 ， 
可 以 记 为 U， 它 包含 有 да, Ае, AG 和 As. 另 一 方面 是 由 于 
这 颗 未 知行 星 对 它 的 摄 动 ， 可 以 记 为 RN， 它 应 当 包 含 这 颗 未 知行 
星 的 各 种 数据 : па. е. 6% е. КЕНО 
了 木星 和 土星 的 摄 动 后 有 : 
U+N=0—C, (5.113) ` 
E (5.113) 式 中 , 有 9 个 未 知 量 , 利 用 9 次 以 上 观测 资料 就 可 
以 建立 9 个 条 件 方程 ,用 最 小 二 乘法 解 出 。 
天 王 星 位 置 的 偏差 可 以 分 解 在 径 向 和 横向 上 .前 者 是 无 法 观 
测 ( 采 用 光学 方法 ) 到 的 ， 后 者 对 于 平面 问题 实际 上 表现 为 经 度 偏 
ж. 勒 威 耶 尔 根据 天 王 星 的 真 经 度 1 一 上 8 十 1 的 偏差 来 建立 和 
求解 (5.113) 式 的 。 由 于 (5.113) 式 中 N 所 包含 的 a 的 函数 形式 
相当 复杂 ,于 是 他 根据 当时 已 经 知道 的 提 丢 斯 - 波 德 定 则 , 令 of 一 
20， 另 外 他 还 忽略 了 е 的 二 次 及 其 以 上 项 ， 于 是 (5.113) ATA 
写 为 
mAn + а,Ав + Ле 十 atAG + m hH + m'kK + т L 
-wk (5.114) 
AH h == ењ, k — е'совф; Н, KALE в 的 三 角 级 数 ; а. 











TERIERA e 6’. в’ 和 它 的 质量 m. 
亚当 斯 是 根据 天 王 星 的 平 经 度 =a +M 的 偏差 k — L 88 
到 了 类 似 于 (5.114) 式 的 条 件 方程 , 然后 他 利用 了 30 次 观测 资料 
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来 推算 出 这 是 未 知行 星 的 轨道 根 数 和 质量 . 
在 海王 星 发 现 后 不 久 , 1846 年 10 月 10 日 ， 拉 塞 耳 发 现 了 它 
的 第 一 颗 卫 星 一 一 海 卫 一 。 后 来 威 耳 克利 用 海 卫 一 测定 了 海王 星 
的 质量 ,并 且 根 据 对 海王 星 的 观测 推算 了 它 的 轨道 根 数 ,这 些 数据 
与 现在 所 得 到 的 值 比较 接近 ， 骨 5-1 列 出 了 当时 亚当 斯 和 勤 威 耶 
推算 的 海王 星 的 质量 和 策 道 根 数 以 及 威 耳 克 所 计算 的 相应 的 值 . 
#51 推算 的 海王 星 的 质量 和 轨道 根 数 
paw 
эю 
36.15 
217.4 
0.1076 
284°45' 
326°32° 








亚当 斯 
= 
2566 
37.25 
227.3 
0.1206 
299°, 
329957" 





REH 
т. 
15000 
30.04 
164.6 
0.0086 
asoy 
327934 















质量 (以 太阳 质 最 为 单位 ) 
轨道 半 长 经 (天 文章 位 ) 
轨道 周期 (年 》 

轨道 偏心 率 

近 旭 点 经 度 

KER (1847 年 1 月 1B) 




















由 表 5-1 可 以 看 出 ,亚当 斯 和 加 威 耶 所 推算 出 的 海王 星 雪 道 彼 
此 十 分 相近 ， 但 与 海王 星 的 真实 轨道 相差 很 大 .他 们 得 到 的 轨道 
半 长 径 太 大 ,由 此 推算 出 海王 星 的 质量 也 太 大 ,这 样 才能 使 得 摄 动 
影响 大 致 一 样 。 另 外 ,近日 点 的 经 度 相差 很 远 . 但 是 ,由 于 海王 星 
的 轨道 接近 于 融 轨 道 , 这 个 影响 也 就 不 太 大 ,所 推算 的 位 置 与 真实 
位 置 比较 相符 ， 因 此 能 在 与 预言 的 位 置 偏离 不 远 的 地 方 终于 发 现 


THEE. 

在 扣除 海王 星 的 摄 动 以 后 。 观 测 到 天 王 星 的 位 置 与 计算 的 位 
置 仍 有 些 偏差 .另外 后 来 观测 到 的 海王 星 的 位 置 与 计算 的 位 置 有 
些 类 似 的 偏差 。 于 是 人 们 又 设想 可 能 在 海王 星 的 轨道 之 外 还 存在 
有 另 一 颗 未 知行 星 。 当 时 人 们 采用 类 似 的 方法 也 预言 这 颗 未 知行 
星 的 位 置 . 最 后 在 1930 年 3 月 13 日 发 现 了 冥王 星 ， 

在 发 现 海王 星 以 后 ， 勒 威 耶 考 虑 了 海王 星 的 报 动 又 重新 修订 
了 行星 运动 理论 , 编制 了 新 移行 星星 历 月 , 一 直 沿 用 到 19 世纪 末 
期 . 

1859 5, 当 他 在 编制 行星 星 历 表 时 ， 发 现 观测 到 的 水 星 位 置 
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эйи на, EMR YI ЖА ЖЕН ЙБ ЯП 
其 它 因素 之 后 ， 水 是 的 近日 点 还 有 每 百年 进 动 40” 多 一 些 无 法 得 
到 解释 。 由 于 水 星 离开 太阳 太 近 ,直接 观测 比较 困难 ,通常 是 通过 
水 星 瘘 日 来 观测 它 的 。. 1882 年 纽 康利 用 1677 到 1881 ФК E Ë 
日 的 观测 资料 济 得 水 星 近日 点 的 总 注 动 是 每 百年 5600”.0, 其 中 
岁差 影响 是 5025”.6, 金星 的 摄 动 是 277”.9, 地 球 的 摄 动 是 90.0, 
火星 的 摄 动 是 27.5, 木星 的 摄 动 是 153”.6, 土星 的 摄 动 是 7".3, 天 
王 星 的 振动 是 0”.1, 海王 星 的 摄 动 很 小 。 这 样 扣除 了 这 些 因 素 之 
后 ,准确 地 测定 出 水 星 近日 点 有 每 百年 43.0” 的 进 动 偏差 。 在 海 圭 
星 发 现 的 鼓舞 下 ， 勒 威 耶 又 设想 在 水 星 轨道 内 也 存在 着 一 个 未 知 
行星 。 他 还 具体 计算 了 这 颗 “ 水 内 行星 "的 轨道 数据 ， 预 推 它 破 日 
《由 于 它 离开 太阳 更 近 自 然 只 能 通过 凌 日 才能 来 观测 ) 的 日 期 ， 大 
家 还 给 这 颗 水 内 行星 定名 为 “祝融 星 ”《Vulcan)， 并 努力 地 观测 ， 
结果 始终 没有 发 现 它 ， 后 来 潘 加 来 等 认为 可 能 是 由 于 太阳 局 围 存 
在 着 一 图 侍 埃 在 影响 着 水 星 的 运动 .但 是 这 些 尘埃 也 一 直 没 有 被 
观测 到 。 

1915 年 爱 因 斯 坦 (Einstein》 用 黎 曼 几何 作为 主要 数学 工具 
修正 了 作为 天 体力 学 的 基础 一 牛顿 引力 理论 ， 建 立 了 广义 想 对 
论 ， 园 时 史 瓦 欧西 德 (Schwarzschild) 解 出 了 球 对 称 的 场 方程 ,从 
而 可 以 计算 出 行星 近日 点 的 进 动 ， 这 样 才 比较 圆满 地 解释 了 水 星 
近日 点 进 动 的 偏差 问题 。 下 节 将 讨论 天 体 运 动 中 的 相对 论 效应 ， 
利用 广义 相对 论 其 体 推算 水 星 近 只 点 的 进 动 . 


$9 天体 运 动 中 的 相对 论 效应 


按照 广义 相对 论 ， 空 间 和 时 间 是 相互 关联 的 ， 因 此 天 体 应 当 
在 由 三 维 空间 坐标 和 一 维 时 间 坐 标 所 构成 的 四 维 超 曲 面 上 运动 
类 似 (1.9) 式 在 这 个 四 维 趣 上 曲面 上 , 线 元 gg 有 


ds = > г.б" (5.115) 
ет 


эз 





Ж а 是 线 元 在 曲线 坐标 系 中 第 个 分 县 ; 如 果 采 用 球 坐 标 ， 
Ме, б-р, P 一 4 А, s 一， 是 时 间 华 标 . 
zt 是 反映 这 个 空间 特征 的 度 规 张 重 . 

1915 4, 史 瓦 茨 西 德 解 出 了 位 于 在 诛 点， 物质 分 布 旦 球 对 称 
而 四 周 是 真空 的 静止 天 体 的 引力 场 方程 。 得 到 这 空间 的 度 规 张 重 
E: 





=, 0, 0, 
0, –", 0, 0 
| о о, пор о С? 
0, 0, 0, се" 
其 中 etma EM; 。 是 光速 ,M ЖЕНИЯ. ОХ 
间 中 ,如 果 没 有 其 它 外 力 ,天 体 应 当 沿 着 短程 线 运动 。 利 用 变 分 法 
可 得 这 时 天 体 运动 应 当 满 足下 列 方程 
der {ld as _ 
ағ +20 аат 
(а= 1,2,3, 4) (5.117) 


ха {” } езин: (Сынона) 符号 , 它 有 


(h-i Ж,” (бе + Ие — 0н), бл) 


其 中 g*” 满足 гг” 一 83. FIH (5.116) 式 不 难得 到 ; 


a ДА 0, 0, o 
o —, o 0 
"-|„ о, o (5.119) 
г? соѕ? ф 
0, 0, о, l 


с 


г. 是 一 个 对 称 张 量 即 g, 一 gow。 故 由 (5.118) 式 可 得 : 
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CHER eso 


Ж (5.116) Яп (5.119) ARA (5.118) 式 并 利用 (5.120) 式 可 
以 算出 : ba 











А. [fj eran j o 
зі 1-5 二 全- 
иа} хөв [a)-e 

其 中 dE — 20М (1 EMY 20 RRA G.D, 


并 作 自 变量 变换 d = сат (dr 与 ds — ВЕ, ЕРТЕН Е АЫ 
是 一 个 不 变量 ) ,可 得 这 时 的 短程 线 方程 是 ; 
— u dx P — rep — те” сов? ph 


о ёх. 
е = 0 
r 


Ereg 


ATE E I 
ë+ ++ созф sin фЇ' = 0 › (5.122) 


б. 2 £ 
i+ ç ?1 — 2tg pi = 0 


I+ Samo 


式 中 微 商 是 对 厌 时 т 进行 的 . 
在 球 坐 标 系 中 ,> 对 的 二 次 徽 商 是 : 


* 180° 


в, Р — rp — r соў фі? 
ар |х 29ф + rsin фсозр? ) (5.123) 
Аа r cosg + 2cospti—2r singgi, 
利用 (5.122) 式 中 的 第 二 式 和 第 三 式 可 得 : 
a, = a, = 0. (5.124) 
965.115) 05.116): 
ds 一 —е7'4г' — гёр! + cospd?) + c'etdr’, (5.125) 
利用 dr 一 cd， 则 (5.125) 式 可 以 化 为 
PeP ет — rp + cos фі?) = с, (5.126) 
利用 (5.122) 式 中 的 第 一 式 和 (5.126) 式 可 得 : 


p= 4* (ә петр) + relo + cos рі?) 
2 dr 
ея к, (о йв ， 
一 一 全 (; n SE) (Pteos gq). (5.127) 
将 (5.127) 式 代入 (5.123) 式 后 有 : 
到 
o 一 一 了 十 re (1 Е е )% + сов gh), 


(5.128) 
令 у= ф + соз pit, h (5.122) 式 中 的 第 二 式 和 第 三 式 可 

得 : 
一 一 (2 s + sinpeos ph) 

7 -2 

+ 2 со ?i( 2994 — 2 п) 
29» фсоазффй = — 4L dr (5129) 

ғ dr 

对 (5.129) 式 积分 结果 为 


i 
jap tarpt = x, (5.130) 


AP š АЯЛ ИЖ. 
HT 


ы. 





° 


(+ х qr): (r x ы (0, r'cospi, сс 
е r 


= r'(@ + co pi’) = 
Ж 
1-5 
т 
因此 (5.130) 式 是 运动 方程 (5.122) 式 的 动量 矩 积 分 。 
利用 (5.122) 式 中 的 第 四 式 可 得 运动 方程 的 另 一 个 积分 
e"¿ = k, (5.131) 
(5.131) 式 就 是 能 量 积分 。 
利用 (5.130) 式 以 及 “和 一 260. ， 可 将 (5.128) 式 化 为 








z TA (5.132) 
т? ст 
38 (5.124) 和 (5.132) 式 一 起 代入 《5.123) 式 后 , TAERA 
茨 西 德 度 规 中 ,天 体 的 运动 方程 应 当 是 
ат GM „7 _ зем 
Te + = r дн т. (5.133) 


方程 (5.133) 式 的 右 端 是 小 量 , 可 以 把 它 着 作为 摄 动力 ,这 样 
(5.133) 式 就 变 成 为 以 原 时 т 为 自 变量 的 摄 动 运动 方程 ,采用 常数 
变异 法 来 求解. 





对 于 无 摄 运 动 方程 的 解 仍 可 以 写 为 
r = rcos fP + rsin jQ 
Ite E 
= ТЫ Lo ч eri ел 


ed 
其 中 号 和 QQ@ 分 别 是 1 一 0 和 六 处 的 单位 矢 ; p = aQ 一 e) 一 


и 
вн’ we GM. 


KELO 





Жк ЮАН р БЕБЕ ЫЗ ЕЯ У 
G.D 式 相 类 似 , 只 是 自 变量 改 为 原 时 т, 
їй (5.133) 式 可 得 其 中 的 
3GMPFE 


жыз s т-и- 6. (5.135) 
y 


将 (5.135) 式 代 人 摄 动 运动 方程 (5.43) 式 ,并 利用 dr 一 Eat 作 自 
变量 变换 ,然后 对 新 的 自 变量 f 积分 结果 可 得 : 
i= i, 0 = 0, 


enat Му | +S) Coss — е») | 


+ (сыр — сое) + fy (еоез} — соз3Ь) ] 
3G ' 
emot 5и [енг е») 
+2 (cos2f — с) +. (сов — з) ] . (5.136) 


ве, +294 |- 一 向 


十 ( ++ ЕТЕ sin fo) 
+ (sin2f — sin 2f) + (азу ú 93] 


由 (5.136) 式 可 以 看 到 : 在 天 体 运动 中 , 相对 论 效 应 使 它 的 轨 
道 平面 在 空间 中 的 位 置 保持 不 变 ， 而 轨道 的 大 小 和 形状 作 半 期 变 
化 ,轨道 近 点 经 度 不 但 有 周期 变化 ,而且 还 有 长 期 变化 , 这 就 是 近 
点 进 动 。 变 化 周期 相当 于 天 体 绕 主星 体 运动 的 近 点 周期 ， 变 化 振 
ВАХ 
а Риз x и (937) 


近 点 经 度 的 进 动 速度 为 





3 


dë, _ 3GMs 

ds ep 
ЖШ (5.137) 和 《5.138) 式 ,不 难 算出 在 类 地 行 里 运动 中 的 相对 论 
效应 ,结果 如 表 5-2, 





(5.138) 
o$ 


#52 类 地 行星 运动 中 的 相对 论 效应 















пя | мою да, (AB) Pe Ob a) 
жа 1.99 7.99 0.03 42.98 MN 
金星 0.06 4.09 1.24 8.63 

地 в 6.15 2.96 8.37 зм 
k Ж 0.84 1.96 0.04 1.35 








ЕЖЕ ЯВА ЧАЗАА, НЕЖНАЯ 
р ТИЕ ЖИА E ИИИ 
中 一 般 可 以 忽略 相对 论 效 点 。 

在 月 球 运动 中 ， 相 应 的 Да, — 10 А, де, 一 4 x 10-й, 
да, - 27 107, 48 — 0706/ 百 年 因此 ,在 通常 情况 下 可 以 


ЖИЙЕН. 

在 人 造 卫星 运动 中 。 由 于 绝 大 部 分 卫星 的 轨道 半 长 径 比 月 地 
距离 小 得 多 ， 因 此 相对 论 效 应 比较 显著 。 例如 我 国 第 一 颗 卫 星 ， 
Aa, = 0.3433 Ж, Ae, 一 0.1737 X 107*, Аб, —=0'002866, 
А — 77906 хоз}. 它们 相当 于 三 阶 短 周期 变化 和 长 期 变 
化 ,因此 在 人 造 卫 黑 精 密 星 历 表 计 算 的 二 阶 理论 和 三 阶 理论 中 应 
当 考 起 相对 论 效应 。 


$10 太阳 扁 率 的 估计 和 它 对 行星 运动 的 影响 


太阳 是 一 个 炽热 的 气体 球 , 它 和 地 球 大 气 类 似 , 没 有 明显 的 边 
vike 








Ж ЖАК. 离开 太阳 中 心 不 同 蝶 离 处 ,密度 和 自转 角速度 等 都 不 一 
样 . 虐 离 越 小 密度 越 大 ,自转 角速度 越 快 . 


О 


= 
别 表 示 太 阳 的 赤 遵 和 二 级 半径 。 由 于 太阳 遍 率 很 小 ,而且 又 无 确 
定形 状 ， 故 4 很 难 定 准 ， 各 人 所 测 得 的 数值 差异 也 很 大 。 例如 ， 
1967 ESE (Dicke) MRENE (Goldenberg) IHI a 约 为 
5.0 + 0.7 X 107, 1970 年 迪克 又 测 得 a 约 为 5.2 X 107°, 1974 
ЖЕ (НШ) WA e 约 为 10”， 有 的 更 小 些 ， 另 外 迪克 还 发 现 。 
有 波动 现象 ， 下 面 我 们 利用 太阳 处 于 自转 平衡 状态 时 从 力学 角度 
来 估计 一 下 它 的 扁 率 。 
假定 太阳 是 一 个 密度 均匀 的 理想 流体 ， 如 果 它 处 于 自转 平衡 
时 的 表面 (也 就 是 水 准 面 ) 形 状 是 一 个 旋转 燃 球 面 ， 根 据 马 克 洛 林 
《Maclaurin》 理 论 , 这 时 太阳 表面 的 扁 率 «近似 为 
a= SRO, (5.139) 


RP М», Rs 和 分 别 是 太阳 的 质 显 、 视 半 径 和 自转 角速度 。 
假定 太阳 是 一 个 密度 不 均匀 的 理想 流体 ， 如 果 它 处 于 自转 平 
衡 时 的 表面 仍 是 许 转 三 球面 ,而 且 等 密度 面 也 是 旋转 烛 球 面 ,根据 
克 雷 诺 (Clairaut) 理论 ,这 时 太阳 表面 的 扁 率 4 近似 满足 下 面 不 
等 式 
«Къ SaR (5.140) 


车 取 太 阳 表 面 赤道 区 域 的 自转 局 期 是 25.4 天 ， 这 时 的 o — 
M917/ 天 ， 根 据 太阳 的 质量 和 视 半 径 ,利用 (5.140) 式 不 难 算出 太 
阳 的 扁 率 «应 当 限制 在 下 面 不 等 式 : | 

1.04 X 107 <a <2.60 X 10, (5.141) 

众 所 属 知 ， 太 阳 并 不 是 一 个 理想 流体 ， 它 的 自转 角速度 也 
不 是 一 个 常数 。 大 阳 表 耐 角速度 约 14?17/ 天 ， 到 内 部 时 可 高 达 
338981/ 天 ， 同 时 在 不 同 纬度 处 自转 角速度 也 不 一 样 ,纬度 越 高 角 
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速度 越 小 ， 另 外 太阳 内 部 还 有 许多 非 引 力作 起 如 气体 压力 ， 光 压 
力 , 电 磁 作 用 和 和 热 核反应 等 ,这 些 都 可 能 改变 太阳 的 形状 和 密度 分 
布 .因此 (5.141) 式 仅仅 是 一 种 近似 估计 式 , KARR с 有 可 能 达 
到 5 x 102 数量级, 甚至 于 更 大 些 . 但 是 ， 从 上 面 估计 太阳 扁 率 
& 绝 不 会 小 到 过 去 人 们 所 认为 的 可 以 完全 忽略 的 程度 ， 它 至 少 应 
当 在 RERE. 

НЕЖИН Ж a, 要 计算 它 对 行星 运动 的 影响 ,我 们 应 
该 首先 推算 太阳 扁 率 о 和 它 的 四 极 矩 /的 关系 . 

与 第 一 章 中 (1.51) 式 相 类 似 可 以 推算 出 太阳 对 其 表面 任何 一 
点 的 引力 势 近似 为 


-cs 一， Žig 1), (5.142) 

式 中 + 和 中 是 该 点 的 日 心 距 离 和 纬度 , J, 是 太阳 的 四 极 矩 
如 果 认为 太阳 是 一 个 旋转 椭 球 面 , 则 利用 第 一 章 中 《1.62) 式 

的 第 一 式 可 得 太阳 扁 率 a ЕН Л 之 间 的 关系 近似 是 : 


2 “къ 
= а= ==, 5.143 
h 3G (5.143) 


O 将 (5.139) 式 代 人 (5.143) 式 后 ,有 
A= Le, (5.144) 
如 果 仅 考 虚 太 阳 四 极 矩 的 影响 ,利用 第 一 章 中 (1.51) 式 可 得 

杰 阳 对 其 外 一 点 的 引力 势 是 : 
См» К (3. 1 

v- She (5) (2 ае 69 
H (5.145) Хаа АНТ Е за х7" Ж ЖОНУ БА 
数 是 ; 





СМовЪ [3 ， 1 
R= CMe sh (3. è -4} 5.146 
х) Se (5.146) 


为 了 方便 起 见 ， 我 们 可 以 采用 理论 单位 制 即 以 太阳 的 质量 和 
半径 为 质量 和 距离 单位 , 选取 适当 的 时 间 单 位 使 得 G 一 1， 这 时 


+e 


(5.146) 式 化 为 
R- -4 . (3 


由 于 sin = sinisin (о + f), (5.147) 式 又 可 以 化 为 
R - h], ( -2 sn ")+4 sin! icos2(o + f) ]. (5.148) 


3 аф —1), (5.147) 


由 于 r 和 f ЖЕНЯ Ж a, ейп M 的 函数 ， 故 形式 为 
(5.148) 式 的 摄 动 函数 R 可 以 分 为 二 部 分 : 一 部 分 是 仅 含 轨道 根 
Жа, e 和 5 的 常数 项 ; 另 一 部 分 是 含有 轨道 根 数 M 的 周期 项 ， 这 
二 部 分 将 会 使 行星 的 轨道 根 数 产生 长 期 变化 和 周期 变化 ， 由 于 太 
阳 的 扁 率 比较 小 , 它 对 行星 运动 的 影响 也 很 小 ,因此 可 以 暂且 忽略 
尺 中 的 周期 项 而 仅 考 起 其 常数 项 ， 由 此 讨论 太阳 扁 率 对 行星 运动 











的 长 期 影响 ， 
| 用 二 体 问题 公式 : 
ам (у 1- а: 
有 
-ii Gu- Ги 
一 (1 — ey, (5.149) 
和 Ы 


Сен =i f ( 26е рам 
= аш” | (1 + “cos P) cos2(e + faf 


= с. (5.150) 
Ж (5.148) 式 对 平 近 点 角 M 求 平均 值 ,并 利用 (5.149) 和 
(5.150) AMPT TERR ыч 


Ж гул (1 — За; 
R= ай Вам = © е) ( a% i). 
(5.151) 


#187. 


№ (5.151) 式 可 以 看 出 R 仅 是 轨道 根 数 。、s Ri WRR, 
ж: 
ӘЁ _ 28 _ OR 
до до ðM 





ЭЕ - э а 2} З sin? ) „ (5452) 
aR == ma = бунан; 
将 (5.152) 式 代 人 摄 动 运动 方程 (5.67) 式 后 ,可 得 太阳 四 极 矩 
对 行星 运动 产生 的 长 期 项 系数 是 : 
d nde ndi 0 
dt dz dt 
Е - eo (5.153) 
qo ТРЕТ 
а Ч (4 — 5 sin? i) 


ш (5.153) AR Я КОНИЯ УОН НК o, е 和 
i 没有 长 期 影响 ,但 对 行星 近日 点 经 度 会 产生 进 动 , 它 的 进 动 速度 


da, _ 3 有 Ж | 
за, ~ AAG 一 oo 一 三 в). (5154) 

利用 (5.144) 和 (5.154) 式 ,可 以 算出 大 阳 扁 率 对 行 是 近日 点 
经 度 所 产生 的 进 动 T 的 值 。 表 5-3 列 出 了 太阳 扁 率 对 类 地 行星 


的 近日 点 经 度 所 产生 进 动 的 值 . 


353 太阳 扁 率 对 类 地 行星 近日 点 经 度 产生 进 动 的 什 










жа 


0.49 
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5.2 х10-* 2.57 0.02 
СЕ 4.05 Є 
857 388536 38 0.01 一 





Ë: 表 中 单位 是 每 百年 的 角 秒 数 。 
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# 5-3 яд 107° 和 5.2 x< 
10 МУЖИ. 第 三 行 是 迪克 采用 0/05 的 太阴 引力 扁 度 时 的 数 
值 。 这 个 引力 扁 度 相应 于 太阳 的 扁 率 ¿ — 5.2 X 10°. 由 于 他 在 
利用 (5.143) 式 时 忽略 了 太阳 的 自转 效应 , 取 J, — Že, 因此 他 的 
计算 结果 比 第 二 行 的 数值 又 大 , 约 是 它 的 > 左右 ， 第 四 行 是 克勤 
IN (Clemence) 在 计算 行星 星 历 表 时 估计 太阳 扁 率 对 水 星 和 地 
球 所 产生 进 动 的 数值 。 显然 他 推算 的 数值 要 比 实际 数值 小 一 个 数 
aR. 

由 表 5-2 sJ Ж tB А Ж ЕРО ЗДАН, 利用 广义 相对 
论 得 到 水 星 近 日 点 经 度 进 动 的 数值 《每 百年 42798) 与 实际 观测 到 
的 偏差 (每 百年 43%0) 十 分 相符 , 这 是 广义 相对 论 重要 验证 之 一 .， 
如 果 进 一 步 考虑 到 太阳 高 率 的 影响 ， 那 么 水 星 近日 点 经 度 进 动 的 
数值 比 实际 观测 到 的 数值 又 要 大 一 些 ， 因 此 人 们 试图 对 原 有 的 相 
对 论 还 论 也 进行 一 些 相让 的 修正 、 这 些 问 题 还 有 待 于 作 进一步 的 
研究 ， 


+1. 





第 六 章 数值 方法 


除了 二 体 问题 以 及 少数 几 个 中 间 轨 道 的 力学 模型 外 ， 绝 大 多 
数 的 天 体 运 动 方程 不 可 能 用 解析 方法 得 到 严格 的 解 。 前 一 章 中 我 
们 概要 地 介绍 了 用 级 数 方法 求 近似 解 ， 在 这 一 章 中 将 介绍 用 微分 
方程 的 数值 方法 解 天 体 的 运动 方程 . 

早 在 20 titat, MRE (Cowell) 和 克 洛 美 林 《Crommelin》 
就 用 数值 方法 计算 了 哈雷 彗星 的 轨道 , 后 人 称 他 们 的 方法 为 柯 威 
号 方法。 原则 上 讲 ， 常 微分 方程 中 的 数值 方法 都 可 以 用 于 解 天 体 
的 运动 方程 ， 电 子 计算 机 问世 后 数值 方法 更 显示 了 它 的 独 有 的 
威力 和 生命 力 。 目前 数值 方法 不 仅仅 限于 研究 行星 ,彗星 \ 小 行星 
等 太阳 系 的 天 体 , 也 适用 于 对 人 造 卫 时 、 月 球 火 箭 、 行 星际 火箭 以 
及 一 些小 的 恒星 系统 的 动力 学 研究 ， 数 值 方法 与 分 析 方 法 和 定性 
方法 结合 应 用 ,可 对 不 少 动力 学 系统 的 稳定 性 问题 ,周期 解 的 存在 
问题 、 奇 点 和 碰 擅 等 问题 进行 探讨 ， 数 值 方法 已 成 为 天 体力 学 中 
一 种 非常 有 实用 价值 的 ,被 普遍 采用 的 方法 . 

数值 方法 不 同 于 分 析 方法 ， 分 析 方法 给 出 天 体 运动 方程 解 的 
近似 级 数 表达 式 。 而 数值 方法 给 出 的 是 一 系列 离散 时 刻 解 的 近似 
值 , 它 是 通过 许多 近似 公式 和 大 量 的 数值 计算 来 实现 的 ,这 必然 带 
来 一 个 误差 问题 。 误差 的 累积 和 传递 是 考虑 一 个 数值 方法 的 优 劣 
和 取 人 金 的 主要 依据 。 

数值 方法 的 优点 在 于 它 几乎 适用 各 类 天 体 的 运动 方程 。 前 一 
章 中 我 们 曾经 指出 当 行星 的 偏心 率 和 倾角 较 大 时 。 用 级 数 解 行星 
运动 方程 会 出 现 困 难 , 数 全 方法 则 不 受 这 一 限制 。 用 小 步 长 ,和 高 
速 电子 计算 机 解 行星 运动 方程 可 以 达到 很 高 的 精度 。 当 然 ， 如 果 
天 体 的 运动 方程 出 现 奇 点 ,会 给 数值 解法 造成 玉 难 ,这 时 需要 对 原 
方程 实行 正规 化 变换 . 


+ t90- 


$1 差分 及 插值 公式 


1. 播 值 法 

在 实际 问题 中 。 往 往 会 遇 到 这 样 的 情况 : 我 们 事先 并 不 知道 
某 一 个 自 变量 :的 函数 (O 的 解析 表达 式 ,然而 当 自 变 最 在 区 间 
[4,5] 上 取 某 些 离散 的 值 о до t 时 ,可 通过 实验 或 观测 
得 到 函数 的 相应 值 x — IG). = = К), m= IG). с, = 
灰 c*)， 插 值 法 就 是 要 寻求 一 个 解析 函数 pG), EERE pG) = 
2 一 12 n), ЗЕЯ т) 近似 表示 形式 未 知 的 函数 
Ке). oG) 称 为 插值 函数 ,.f:) 称 为 被 插值 函数 ，[ e, Б] 称 作 插 
WKE, tos асте т, 为 插值 点 。 为 实际 应 用 方便 , 我 们 希望 插 
值 函 数 尽 可 能 形式 简单 , 易 作 微分 ,积分 等 的 运算 .代数 多 项 式 是 
理想 的 插值 多 项 式 ,因此 可 以 设想 фа) 的 形式 为 


x)= > Кд, 61) 





其 中 LO 满足 





(62) 
н (6.1), (блу те У ФСО 是 一 个 ”次 多 项 式 , 称 为 拉 
ВНЕ. LO ВЖЕ, 
НН p0) 表示 被 插值 函数 Ко 时 是 有 误差 的 , id: 
RO = Ке) — p0), (6.3) 
RO) 称 作 余 式 , 它 的 大 小 反映 了 ФО .逼近 КО 的 程度 . ЖЕ 
Я. уы 
RO= ТФ GO 64) 
ERER #є (а, Б), РЕ) 为 KO 的 "十 1 阶 导数 在 * 一 5 处 
юш. | 





эи, 


2. 3: sy 
若 插值 点 是 等 距离 分 布 的 , 兄 и о, = a+ h, n a+ 


Bh, oreore matni, 这 里 的 为 一 常数 称 为 步 长 。 函数 
h — Ка + ih), ЖУЖ Ко + ih) 的 差分 如 下 : 
一 阶 向 前 差分 以 算 子 表示、 


Ар Ahm h fos Ah = ha — f. 
二 阶 向 前 差分 ， 
Ath = Ah — Ah, Ah = АҺ АҺ, Ah Ары Ай. 


s 阶 向 前 差分 ， 

Ath А А, АЧ А = А 
Arhi А — АЧ, 

一 阶 向 后 差分 以 算 子 表示 ， 

Vf Ch Ур Vf = h fh 
二 阶 向 后 差分 ， 

Vh | Vh — Yf» У = Yh — Yh» 

Vh = УЁ — Vh-o 


Yeh = V УТА, У = Vh Уе, 
Vrh m Vh vhs 

一 阶 中 心 差分 以 8 表示 ， 

е h МА да = fin — fi 
二 阶 中 心 差分 

Ph = fy — 81-4, 下 一 只 一天， 

Ph 一 дну — Әна. 


Пу Ph е ha — а. (n 为 偶数 ) 
Dina = Thn — М, (п ХШ) 
所 以 我 们 可 以 造 一 差分 表 ， 
9492, 





hy 














ч 
чт 
Чу чу) 
wy у 
Ау "т 
“ny hy hg 
v "ит "yl 
“hy Thy TRV 
ERY HRY Š 
hy © 
блу 99 
“т 
ku 


t 


ag 


ч 


ч 


ч 








>, 




















从 差分 表 可 以 看 出 对 于 同一 角 标 的 各 阶 向 前 差分 在 过 中 自 左 
向 右 在 一 条 下 降 的 斜 线 上 ， 同 角 标 的 各 阶 向 后 差分 在 自 左 向 右 的 
一 条 上 升 的 斜 线 上 ,而 同 角 标的 中 心 差分 在 一 条 水 平 线 上 . 

由 差分 的 定义 可 知 对 于 一 个 函数 的 差分 信 既 可 以 用 向 前 差分 
表示 也 可 以 用 向 后 差分 和 中 心 差分 表示 , W Afh — šf 一 Ур, 
Ah = Ph = ус $, 对 于 = 价差 分 三 种 差分 的 一 般 关 系 
是 : 


А, 一 Pf a m учы, (65) 
ре 


根据 差分 的 定义 ,一 个 函数 的 # 阶 差分 可 以 由 # 十 1 个 函数 
值 来 表示 ,以 向 前 差分 为 例 : 
Afi = fm — f, i 
А, — Afin — Af, = ha — 2 + і, 
A hn А = fins За + Зы -Ь 





; . (6.6) 
аң, а = Ah he 
上 式 中 
(7) i Ln n—j+l 
%; й 
- _ 
йө — D’ 
同样 有 
ж D D (7), вл) 
mas P Cay( ran жазо 
TT i (68) 


2 一 > И 


3. уж 
一 个 函数 JG) 在 两 点 m r 之 亲 的 乎 均 变 率 称 为 一 阶 均 差 ， 


+ 194 > 





用 JG. 4) 表示 之 : 
Кр — К 


а Т. бэ) 

ВИ раво = Ж, 
калушы) ~ Gaan) itd (610) 

f T И 


由 此 可 以 类 推 三 阶 .四 阶 等 高 阶 均 差 ,在 toft n + 1 Л 
值 点 上 ,函数 К 有 s + 1 个 值 , 可 以 算出 ” 阶 均 差 , 若 在 [ob 
上 除 上 面 所 说 的 ” + 1 个 插 信 点 以 外 ,再 增加 任意 一 点 4， 根据 均 
差 的 定义 有 : 

fu, y = KO — Кв), 


=n 
则 KD = IG) + К, n)G — 1). (6.11) 
Ке, ts n) = IG t) Кок), 
к= 
则 Ке, в) = Fios 4) + fts tos ва — и), (612) 


ны ПОЧЫН — Назу), 


== 
ооа) = (rno) + Its tart sta) — t). 
(6.13) 
У (6.13) 式 一 (6.11) 式 看 出 低 阶 均 差 可 以 由 高 阶 均 差 表 示 ， 
故 将 上 面 的 公式 自 后 而 前 逐次 代 人 得 : 
KE) Ка) + К у — t0) + fios ts X(t — to) а — t) 
++ Кона — ва а) taai) 
+ В.Ф, (6.14) 
(6.14) 式 称 为 均 差 播 值 多 项 式 , 余 项 
В.С) = Кел) —ь)(а —)---(@-—1). (615) 
4. 牛顿 向 前 插值 公式 
ЕЛЕЧЕ АЮ), оа А, а 


anh, ТИПЗЕ h, ARERR го tsh 也 允许 是 
分 数 ,这 时 (6.14) 式 成 为 


z 
KO 一 KK) + Ab + LG — DA ++ + (ГУАМ, 
(6.16) 


; 利用 向 前 差分 和 中 心 差分 的 关系 , H (6.16) 式 可 得 到 用 中 心 
差分 表示 的 牛顿 向 前 插值 公式 : 


KO = Кы) + әң + T G 09% 


+z G — DG — е} 


tt ) fs. (6.17) 


5. 牛顿 向 后 插值 公式 

从 插值 多 项 式 的 余 式 (6.15) 可 以 看 出 ，! a t h 与 插值 点 
tos hattin ta ЖД МХ RD 就 愈 小 , 若 将 POO. К). 
Кы) 顺序 排 成 一 个 表 , 和 牛顿 向 前 插值 公式 (6.177 显 然 适合 于 “+ {И 
在 表 头 的 情况 。 假如: 值 接 近 表 屁 , 没 + 一 4 一 埃 ， 并 依次 选择 
te vt-s 作为 插值 点 ,那么 从 C6.14) 式 可 以 推出 牛顿 向 后 揪 
值 公式 : 





K= hvk + + —1)9% 
一 工人 一 DG у 
з 


Жш + airh $) oh (6.18) 


同样 和 用 与 5 的 关系 式 (6.5), 可 得 到 用 中 心 差分 玫 示 的 牛顿 向 
后 播 值 公式 : 


К) = h — sòf} + т iG De 


* 196, 


s s sG — DG — 281 | 
++ Ci ) =. (619) 
人. 高 斯 插值 公式 和 斯 特 林 插值 公式 


如 果 + 一 a 十 sh 的 值 接近 到 的 中 部 , 这 时 插值 点 顺 次 取 av 
intan in ta …， 很 容易 从 (6.14) 式 得 到 高 斯 第 一 插值 公式 : 


КӨ — n + h + е — )#f, + ic 一 DG + DEA 
+ р ss — 1)G + 1)G = 2)5% 
+G — DG + DG — DG + DPR 


1 
tt е DG + DG 一 2) 
X(+ 2): = n — о-в 
1 = N E RRT 
Q pr DG И ене 
(6.20) 


如 果 将 插值 点 的 排列 次 序 改 为 tan in ta Dv 777. ER 
高 斯 第 二 插值 公式 : 
К) = h + б], + ге + 1)#f, 
+G + DG 0 
++ DG — DG + Deh 


+ г. ss — Ds + 1)G — 2)G + 2)8%4 


1 一 
OE DED 
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xG — ү (P — n — 1 )G: + nai 
+ а sG + 1)G — 1)G + 2)G — 2)-- 
ну. (6.21) 
将 (6.20) 式 和 (6. рекоа 
К) + де 1. фе — f, 


ие G — Dh + 





СЫТ se — (e —2'у---(#—я—1 h 


+: + n sr — 1), 
+ 二 + 
+ga TOUA 
x (и пб, (6.22) 
上 式 中 Bh — + Ора +h) 


Sh = F ia + PR) 


=L L (ө. í antip, 
(6.22) казнен 
Т. 贝 塞 尔 播 值 公式 


假设 插值 点 的 排列 次 序 是 tistan плас. 并 设 (= a+ 
#6、 同样 可 以 推导 出 高 斯 第 二 插值 公式 ,这 时 第 一 个 插值 点 向 后 
移动 一 步 (是 5 而 不 是 1o), 因 此 只 要 将 (6.21) 式 中 各 阶 差 分 的 角 
标 增加 1 即 得 : 
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Ко из + re + 1)#f, 
+ s. G + DG — пез 
+ Ж r+ DG = DCE + Dh 


s+ D(C— DC +2 — 2) 


te, ту 
+" ЕЕ) + я), 
1 KEA Di. М 
+ От sr + DC — 1+2) 
— 2): — nat, (6.23) 


E i= n h< tsh 8 — :— 1, KERTI: 
К-ж Da8 06 DPR 


+ 9 — DG Leh 
+ RG 一 DG 一 2G 十 Da 
十 g€ — DG —2)G + DG — P+ 


一 一 2 一 1 人 一 2) 


+ в 2! 
(в Г) — nf 
tarer TED 


e в — TG — mG — n FI Hi (6.24) 
将 (6.24) 式 与 (6.20) 式 取 平 均值 得 岁 塞 尔 插值 公式 : 


к= 0-06 h) + өң 
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+ 5 (ө) 


ВЕ rs D(s -ijn 


2 一 а -PX 一 21 (mk + PR) 
+ DG =D- i)e 
tar 000—200 99 
DG 1 (ич ++) 
1 и руби ауса — 
Е + sr ~ 1X 27) (я — #у 
e у = „>, _ 1)“. (6.25) 
贝 寒 尔 插值 公式 是 天 文 计算 中 常用 的 插值 公式 之 一 ， 它 也 适 
用 于 欲求 的 函数 值 Kz) 在 表 的 中 部 . 


$2 ЖОВИ 


常数 分 方程 的 求解 问题 有 两 大 类 , 即 初 值 问题 和 边 值 问题 . 初 
信 问 题 是 要 解决 在 自 变 量 的 一 个 初 值 处 给 定 条 件 的 那些 问题 ,而 
边 值 问题 是 要 解 决 在 自 变 量 的 两 个 信 处 给 定 条 件 的 那些 问题 . 钴 
天 体 的 运动 方程 属于 初 信 问 题 . 
以 一 个 一 阶 常 微分 方程 : 
H - G, x) (6.26) 





МН (G, z) 是 定义 在 G, x) 平面 上 的 DD 区 域内 的 一 
TEREN, EE 01 和 fs, *) AR, M 
HG, iSM, Gr) < K, 
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关于 微分 方程 (6.26) 的 初 值 问题 指 在 D 内 求 方程 (6.26) 满 足 初始 
Ж ха) = z 的 解 即 求 хо), НЕ 


ds 
а; IG, zG)) } (627) 


xo == xC) 
积分 (6.27) 式 得 : 
УЕ | 1G, х), (6.28) 
这 表明 解 微分 方程 (6.27) 相当 于 求 积 分 (6.28)， 若 (6.28) Жи, 
积 , 可 用 数值 计算 求 近似 解 。 妇 将 自 变量 :+ MAR юл, 
hm， 求 对 应 的 函数 值 хо ж.д: сд. 逐次 积分 (6.28) 式 ; 


х(һ) = ж + p IG, xz)dz 
0) 一 xa + | JG, х) 
ж [зоо + (ела, ar ЖЕ, 
=G) + а да | 
; ° | 
200 = alra) + fs, ad | 
在 积分 上 式 的 过 程 中 ， 车 被 积 函数 JG. х) 中 的 * 用 前 一 步 
的 近似 值 代 共 ,并 设 оъ Ау аео, 为 等 间距 分 布 的 , РКХ В, 
则 有 
x = (а) 
x, = x + Кю, zo) 
ж фм + Ка, м) }. (6.30) 


ma = z. + Каак) 
Е аъ: ел» 表示 z(a). z(u), z(a) --- zG8) 的 近似 
й, 
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во ГА г 


图 6-1 


从 几何 上 分 析 , 解 方程 (6.27) 就 是 要 在 G, z) 平面 上 对 找 一 
条 曲线 0), ХМ Cos mm) 点， 并且 在 这 一 点 的 斜率 为 
1Co, з), TAR (6.30) 表明 我 们 用 了 -条 折线 近似 代替 曲线 
хб) (图 6-1)， 这 一 方法 称 为 欧 拉 折线 法 。 用 这 种 方法 逐步 计算 
=) 的 近似 值 时 。 只 用 到 前 一 步 的 结果 , 因此 这 一 方法 称 作 单 步 
№. № (6.30) 看 计算 НИНЖА а, 故 (6.30) 式 是 显 式 公 
x. 

如 果 用 梯形 公式 计算 (6.29) 的 积分 得 : 
x= x+ 1 бо, ж) + Ки, а) 
s= =+ T MG, 2) + К, =) 

(6.31) 
ma = z, + + Вб, z) + „ы, ты) 

М (6.31) 看 出 在 求 z tj, ЭН ES z, ЊАЌ 
为 陷 式 公式 。 必 须 通 过 解 一 个 含 * 的 方程 才 得 到 n, 这 将 会 遇 到 
运算 上 的 困难 ， 因 此 实际 上 常常 将 (6.30) Яп (6.31) 式 联合 使 用 ， 
得 到 简单 、 易 算 的 预报 一 一 校正 公式 : 

ея 





r, = z, + МО, =.) i 
zu 一 十 全 Wan 1) +Kan жу) | 66392) 


假定 前 面 一 步 的 计算 结果 是 精确 的 ， 每 计算 一 步 时 产生 的 误 
差 r(na) 一 хы. 称 为 薇 断 误差, 事实 上 前 一 步 也 有 截断 误差 ,这 
样 必然 是 每 一 步 的 截断 误差 将 传递 到 下 一 步 的 计算 值 中 ， 产生 了 
累积 误差 .我 们 把 累积 后 的 误差 称 为 总 体 截 断 误 差 。 截 断 误 差 的 
大 小 以 及 累积 的 快慢 是 判断 一 个 数值 方法 优 劣 的 重要 依据 ， 
在 这 里 介绍 一 种 讨论 数值 方法 截断 误差 的 方法 . 
根据 台 劳 展开 式 
z(a) 一 «+ (s ] a+ Эё), + 
1 (drs 
Hd (<: се E) A + R.O, (6.33) 


ИФТОР) 


КВ 
RO туг e. иы 


由 于 SZ — (G, x) 所 以 


> — 4! _ 5 L t az _ д} +19, 
dn б + а dr д 


定义 算 子 D- 士 1-Q_， 则 (6.33) 式 成 为 
А „Әх 
К Py, + Ë. 
коа) = GO + M, + р, +3. РУ. 
+:.-+ = r рту, + RCD, (6.34) 


Е) 一 г © Е БГ DICE, za). (6.35) 
(6.34) л, К, z) 对 上 的 各 阶 导数 , 便 
可 以 通过 (6.34) 式 计算 zty 因此 (6.34) 臣 也 称 为 台 劳 级 数 法 . 
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将 (6.34) 式 与 (6.30) 式 相 减 ,得 网 拉 折 线 法 的 截断 误差 为 
жы) — tan = + ОКЕ, z), (636) 


所 以 比 法 的 误差 为 O). 
将 梯形 方法 的 预报 一 校正 公式 (6.32) 写 成 : 


tan = rC) + + k + > b, (6.37) 
其 中 

下 一 好 (pay z). (6.38) 

k, = hflta + h, xz, + k), (6.39) 
H b 做 台 劳 展开 : 


k, = bJG, + b, z, + h) 
= | JG, z) + (gt), + ь (81), + oun] 


= Hens д + (81), 


ә. 
Са, «о (92), + о. 
上 式 代入 (6.37] 式 得 : 
же кд + Мб, x) + Ыб, z) 


+2 (3L), +L G, (97). + 0») 


— zG,) + нь x.) + = PDI+O0G), (6.40) 
将 (6.34) 式 与 (6.40) 式 相 减 ,得 梯形 法 的 预报 一 一 校正 公式 的 截断 


误差 的 数量 级 Gan) 一 ы = O(1)， 可 见 它 比 政 拉 折线 法 精 
度 高 一 阶 . 





$3 НЕЕ 


从 前 一 节 的 介绍 中 可 以 看 由， 攀 拉 折 线 法 实质 上 是 一 阶 台 劳 
2и. 


级 数 法 (在 台 劳 展开 式 《6.34) th ati в 的 一 次 署 项 ), 梯形 
法 是 二 只 台 劳 级 数 法 。 这 两 个 方法 的 共同 点 是 过 避 了 求 函 数 G, 
z) 的 各 阶 导数 ,而 是 用 (G, 1) 在 某 些 点 上 的 秆 的 线性 组 合 来 代 
Ë вх) 的 一 阶 和 二 阶 导 数 。 这 也 是 龙 格 - 库 漠 《Range-Kutta) 
法 的 基本 思想 . 

Ф №, х) 在 更 多 个 点 上 的 线性 组 合 宰 成 一 个 计算 хы 的 
近似 公式 ,使 这 一 公式 与 台 劳 展开 式 (6.34) 的 前 面 几 项 吻合 ,从 而 
得 到 比 梯 形 公式 精度 更 高 的 近似 计算 公式 。 最 常用 的 是 四 阶 龙 
格 - 库 塔 法 ， 

设 ; хин = x, + ak, + а,б t mk, + ak, (6.41) 
其 中 ААК, z.) j 

k = Аа, + bih, z, + aki) 

№ = ма» + brh, z, + mk, + в.) 

k = BJ(z, + bih, z, + oki + ash, + oski) 
(6.41) 和 (6.42) 式 中 的 а, а... узуу, 等 都 是 
待定 的 系数 ， 在 台 劳 展开 式 (6.34) 右 端 取 到 前 五 项 , 则 有 : 


an = еск ВР. P| Pis +20061). 





, (6.42) 


а a (3E 
ta [or + pi (SL), 
+ Di) + 3Dí,D (2). (6.43) 
Ж (6.42) HAY k. b. b. k 也 作 台 劳 展开 ,并 精确 到 ОСА) 
项 ,截断 误差 为 О(0). КА (6.41) 566.43): 4 ВАК 
等 系数 ,可 以 确定 : 
amant, ¿=a = 1 


1 (6.44) 
ьт has n =s ay =a y: Ú I 














b, =o = 1, w = a = u 0 


БЕРЧИ ЖЕНА 
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олы taba E ЕЁ 
Sori АА № (6.45) 


k, — К. =.) 
р А Ф 
ит, ж. 
(„+ ДУ 
А 
ы-н(„+ з =+) 
kem НО. + h, x< + k) 
同样 的 道理 可 以 得 到 更 高 阶 的 龙 格 - 库 塔 公式 ,只 是 推导 更 烦 
те. 
假如 欲求 解 的 是 一 个 方程 组 : 
dE рала) 
3: 


dx; 
T Һу n. аус) 





еН 一 人 Ge 
用 矢量 Хх, …，xs) 和 FOs Һи) 表示 .上 面 的 方程 


组 , 则 有 


x — FG, X), (6.47) 
В 
这 时 相应 的 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 是 : 
X... = X.+ L. K, + 1 K,+ L K,+ L K. 
6 i 3 6. 
К, ~ hF (ss, X.) 


KF (tt, X.+ L K.) ‚ (6.48) 


KiF (+ 


з” X. + + к) 


K — FG. t à, X, + К) 
тА 


任何 一 个 高 阶 微分 方程 都 可 以 化 为 一 个 一 阶 的 茹 分 方程 组 。 
因此 (6.48) 式 也 适用 于 解 高 阶 方程 . 

龙 格 - 库 堪 法 是 常 敏 分 方程 数值 解 中 最 常用 的 方法 ,这 一 方法 
的 优点 是 : 

@ 因为 此 法 是 单 步 显 式 的 ,只 要 确定 初 值 以 后 ,很 容易 一 直 
计算 下 去 . 

@ 可 以 在 计算 过 程 中 任意 改变 步 长 ,以 达到 编 短 机 时 或 提高 
精度 的 目的 . 

@ 编制 计算 程序 比较 容易 . 

此 法 的 主要 缺点 是 与 其 他 精度 相近 似 的 方法 相 比 ,计算 有 量 大 ， 
需 占用 较 多 的 机 时 ，P 阶 的 龙 格 - 库 塔 法 的 误差 为 OG) ЖЕ, 
但 精确 的 误差 较 难 估算 . 


$4 БОШОЙ 


在 积分 (6.29) 式 时 , 若 用 一 个 插 信 和 多 项 式 w(z) 来 代替 被 积 函 
数 JG, х), НИ roo. „л, Fm fa 为 四 个 插值 点 ， 设 í = 
t tsh, dr = hds， 得 到 牛顿 向 前 插 信 公式 为 


Фб, з) 二 十 т G+ DG + Dho 


+ Ре + DC E DpH 
应 用 (6.8) 式 各 阶 差 分 可 以 用 函数 表示 ,因此 上 式 成 为 
Фи Кио - DG + D 


яа) G+ DG 0) 
+G, a) G+ G+ DG- D 
+ аут (十 2)G 士 D +- (6.49) 
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:将 (6.49) 代 大 
Жн = z, + | Ке.) 


г, 


= x, + [оса 
=r, + £ Паха) — SIG...) 


+ я ) + gf et), (6.50) 
(650) КОНИ НИК РАА заа, 
яз. 
ЗЕНА ДАНЕ ho ‚з, л, t, АНОН SI (8 
四 阶 阿 当 姆 折 外 推 公式 。 
ram. + Ё 155/0.,z.) — SH Cini я.) 


+ 37. кзз) 98,5, х,-3) 1, (6.51) 
(6.51) 式 是 显 式 的 ,只 要 已 知 前 四 个 活 值 点 的 x А, E E 
个 值 。 应 用 时 可 将 (6.50) 和 (6.51) 式 结合 起 来 ,用 (6.51) 外 推 一 个 
x 如， 代入 (6.50) 右 端 得 到 校正 值 。 因 此 (6.51) 和 (6.50) 又 称 为 阿 
当 姆 斯 预报 一 一 校正 公式 ， 

将 (6.50) 和 (6.51) 式 的 右 端 澳 数 中 (IG. z.) Юль я.) 
等 在 a, х) 点 作 台 劳 展开 ,再 与 (6.33) 式 比较 ,可 以 估算 出 阿 当 
姆 斯 预报 一 校正 公式 精度 到 O) 项 故 称 为 四 阶 阿 当 姆 斯 公 
R. 对 于 一 般 P 阶 的 ,误差 为 O(P) 的 阿 当 姆 斯 公式 是 : 


预报 公式 виа. ВУ) Вы, 
Бу ‚ (652) 


BEAR namn +A У аы 


上 式 中 #,5* 为 系数 ， 

用 阿 当 姆 斯 公式 计算 时, 起步 需 要 多 个 初 信 ,因此 它 是 一 个 多 
步 法 ， 多 步 法 的 初 值 可 以 用 单 步 法 计算 (如 用 龙 格 一 一 库 塔 甘 )。 
此 方法 的 优点 是 在 相同 精度 要 求 之 下 ,计算 量 较 小 ,因为 每 向 后 算 
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一 步 ， 只 要 计算 一 个 fr z) Вам. съехал 
易 改 变 步 长 ,除非 重新 计算 初 值 . 


55 柯 威 耳 方法 


以 直角 坐标 为 变量 的 天 体 运 动 方程 , 绝 大 多 数 有 : 


ех _ 
EX = FG, X) (6.53) 


的 形式 ,这 类 方程 的 右 函数 不 合 х 的 一 阶 导 数 IX, лия» 
法 首先 将 (6.53) 化 为 一 个 一 阶 方 程 组 ,然后 进行 数值 计算 ,在 计算 
过 程 中 除 得 到 不 外 , 还 得 到 X, 而 X 往往 不 是 我 们 所 第 要 的 ,这 
就 浪费 了 不 少 的 机 时 。 对 于 象 (6.53) 类 型 的 方程 可 以 采用 一 个 特 


殊 的 计算 方法 -一 - 柯 威 耳 方法 。 
为 简化 推导 ,我 们 只 讨论 一 个 标量 方程 


45-0, а) 
IARE D 一 ， 上 面 的 方程 可 以 写作 : 
Рх = fG, z) (6.54) 
下 面 介 绍 用 算 子 方法 推导 一 般 的 柯 威 耳 公式 。 除 前 面 已 经 定 
义 的 D、A、V、6 等 算 子 外 ,再 引 人 一 个 移 位 算 子 。 
定义 Er, = zons 
ЖЕ 为 向 后 移 位 算 子 , 则 БУНТ, Е 0 
Ек, = ze. 
根据 (6.33) 式 
жө = х. d kDa, + Í KDa, + O. 1 ри, 
2 т\ 
= z, (er? — 1)х,, (6.55) 
即 et 一 xz 


+09. 


Bu А 0—1, 
或 e2 一 人 十 1。 

(6.55) 还 表明 五 与 #D 的 关系 是 : 

E — e, 

由 于 2 
所 以 У =: - Е", 
或 Е = (1— V)”, 

Hi (6.58) жд (6.60) 得 : 


AD = МЕ = — h (1 — Y). 
ш bD =y + у yty 5 
2 3 n 


ет r 
з 


Sen — 25, + ха = (1—2Ё7'+ Е) 
= а-я 
= (1 — EPD) рх, 
将 方程 (6.54) 代入 上 式 右 端 
жа — 2х. о, = (1 EPRD) haris 
将 (6.59) 式 和 (6.61) 式 代 人 上 式 得 : 
хин — 25, 十 хш = УЦ —1а(1 — У) a 
由 (6.62) 不 难得 ; 


у-ва у) (1+ Tv + + e 


lo зы 
+ yT) 
п 


也 可 设 一 一人] 一 > CN’, 


г m 
©, 为 展开 式 中 у! 项 的 系数 . 


шша — ody)! 
x (5 24 Viz 





v 
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я. +... 


(6.63) 


(6.64) 


тя, 
m=1 mn iee 
即 Ян) 
+w + 1 + 1) 


+у( +1 He] 
2*3 





+ š - 
ая. 
ГЫ! "= ™ 
将 上 式 积分 ,并 两 端 除 以 六 ?得 : 
-可 一 二 ES 1 
узр—ш(1—%)} 21 У >» 
&j—=1—1, № 
Я „А 
vl- — y)? = ку > u 
= Ў ву. (6.65) 
= 
由 (6.65) 式 中 的 
__, м: 
в 7 > = (6.66) 
得 : 
1 ... 
Bl, B =l, Bors 
从 (6.66) 式 可 得 到 任何 一 个 Bi. 
将 (6.64) 式 和 (6.65) 式 相 乘 后 有 : 
x суў Ву! = 1. х (6.67) 
fer =e 
BB (C+ Су + Су + -eBt ВУ + ВУ + 0) = 1, 
ЕЯ БАР v ЛА: 


em-e. 


Boto = 1, 29 Cem; 
BoC + С.В, 0, г C = = СВ = — 1, 
В,С, + BC 十 BC 一 0， 


c = (вс, вс) ~ Se, 
对 任意 的 Ci 一 一 У Гү А (6.68) 


АТ (6.64): V 的 系数 C, 可 以 通过 (6.68) 式 确定 ,将 (6.64) 式 
代入 (6.63) 式 , i 取 和 时 由 0 至 P 一 1. 


ten — 2x, + ri CT (6.69) 


(6.69) 式 说 明 ví... 一 0， 所 以 称 作 己 阶 的 柯 威 耳 公式 、 需 要 有 
РЛ. (6.69) 是 用 差分 表示 的 内 播 公式 也 称 校正 公式 ， 
”利用 (6.7) 式 


Tha = DD нь 
将 它 代 人 (6.69) 式 


жөк, + РУ (-0( ， Chani 
. 1-е 





= | усы + всьо ; си. 


1=0 


з ; | 
+” Dv ус жоё 


х x (~ Пень 
i=0 
上 式 省 端 经 适当 整理 后 有 : | 
О maana к CCC ИС 
i=0 ә тты 
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再 令 s= CDS c, (; J (өлу 


=; 
则 xa — 2х, + ж, =? Уу ан (6.72) 


(6.72) 式 是 用 函数 表示 的 书 阶 柯 威 耳 校正 公式 。 
用 类 似 的 步 又 可 以 推导 柯 威 耳 预 报 公式 (外 推 公式 )。 
因为 
Xari 28. + хл = (E — 2 + Ех, 
= Е(1—2Е' + E”:)=, 
= Е( — E ',, 
由 (6.59) 式 和 (6.61) 式 得 ; 
Zati — 2z, + za-i = Еу?х, = REVI —1а(1 — V). 
而 Е а(1 У) 1 н (1 У) vv 
-Š sv. (6.73) 


S, 为 上 式 右 端 展开 式 V 的 系数 ， 它 们 可 以 用 下 面 方法 确定 ,将 
(6.73) 式 左 端的 УЧ — № (1 一 V) 用 (6.64) 式 代入 , 则 : 


> Sv' = Q — v)" > CA 


ime [РТ] 


- Ev Ус” 


imo ji=0 


– Ўст + Ў сле" сд 


Eo тт] [Т] 


+++ үсәм .... (6.74) 
< 


比较 上 式 两 端 Y А А, ИЯ: 


пз, 


s= Сб, | 
$ = C, + Co = C, + 5% 
$, — C, + C, + C, — C, + 5 ç (6.75) 


S= CI+ зы 
щі ЈР — 1 时 有 : 
ьа 
ten — 2z, + х = У SV, (6.76) 


(6.76) 便 是 柯 威 耳 方法 的 P 阶 预报 公式 (外 推 公式 )。 ВЕ, ЖЛ 
函数 表示 差分 , 则 (6.76) 成 为 


Zop 一 2z, + Fo вм (6.77) 
其 中 of -CD Ds ). (6.78) 


В (6.66), (6.68). #9 (6.75) 可 以 将 的 几 项 的 C, 和 $; 列表 如 


№ 6-2 


3 








于 是 我 们 可 以 得 到 6 阶 的 柯 威 耳 预 报 公式 和 校正 公式 : 
fan — 2r, + te, = r (3174, — 266], + 374}, 


— 276}... + 109/„_. — 18.3), (6.79) 
á 
з.ы — 2z, + х, = 240 Cl8fons + 2091, + 41. 
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+ Ihaa ~ 6.4 1). (6.80) 
本 节 介 绍 的 方法 传统 上 称 为 第 一 柯 威 耳 方法 。 第 二 柯 威 耳 方 
法 是 用 和 分 表示 的 ,在 此 不 再 作 介绍 . 


$6 思 克 方法 和 梯 勒 变换 


当天 体 的 运动 方程 的 右 函数 1, z) 趋向 很 大 时 ， 给 数值 解 
造成 一 定 事 难 ,这 时 出 于 天 体 的 坐标 变化 很 快 ,必须 减 小 步 长 来 提 
高 精度 ， 但 是 如 果 运 动 方 程 出 现 奇 点 ,通常 是 两 个 (或 多 个 ) 天 体 
无 限 搂 近 时 出 现 的 ,这 种 奇 点 称 为 融 撞 奇 点 , 在 这 种 情况 下 , 仅 用 
减 小 步 长 也 无 助 于 问题 的 解决 ， 需 要 通过 适当 的 坐标 变换 来 消除 
奇 点 ,这 样 的 变换 称 为 正规 化 变换 、 正 规 化 变换 有 很 多 种 ,下 面 介 
绍 的 思 克 方法 并 不 是 一 种 可 以 完全 消除 奇 点 的 方法 ， 它 仅仅 能 碱 
小 当 两 个 天 体 的 蝶 离 无 限 接近 时 对 解 方程 的 影响 。 梯 勒 方法 是 传 
统 的 、 消 除 平面 加 型 限制 性 三 体 问题 小 天 体 与 主星 体 磁 接 奇 点 的 
较 好 的 方法 

1.87 (Encke) 方法 

ЦАО kiss АЕ: 

dr т ,OR 
аат (6.81) 

当 运 动 天 体 与 主星 体 非常 接近 时 ,上 式 右 端 函数 变 得 很 大 ,天 
体 的 运动 速度 很 快 , 原 克 提出 一 种 方法 ,不 直 搂 计算 天 体 的 坐标 r， 
而 是 计算 坐标 的 振动 斜 . 

Ж mm 表示 天 体 无 摄 动 时 的 坐标 , p 为 坐标 的 摄 动 量 , ЭП о 一 
r 一 re， 因 为 由 于 摄 动 体 的 存在 才 产生 了 Вт НЕ Я р 的 大 
小 应 与 m'(〈 摄 动 体质 量 ) 同 数量 级 . 


Фр _ Pr Pre _ (т т BR 
а? а? аг P (5 s$ ) + т 《682) 








И 1 r 
n ri г Я" 5) ғ}, (685) 


r= m= (т„-+ руб = + rl + 2p ту 


= r; + (+ 4e). 


(2-1 +2 [в (+ Тр) = 1+24. (644) 


АЯ 
上 式 中 
a= fe- ("+1е)], 
WR 4&Ж—1 5 m 同 量 级 的 小 量 。 由 (6.84) 可 得 : 
的 -ora 
| 3+5+7 








не ызын 
[3 
- | 15 一 1 一 19， (6.85) 
1=0' 
0 
上 式 中 
=3 3'5, 315.7 3.5.7.9， . 
=з ТЕ q+ зї Ф m ++ , 
将 (6.85) 式 代 人 (6.83) 式 
一 一 工 一 上 (ar 一 p)。 
т г rn 
将 上 式 代 人 (6.82) 后 有 
PA = u О + в) – рі + aR 


= но» + р)—рю\ 


+ Gm l: ее =]. (6.85) 
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(6.85) 式 为 恩 克 方法 的 基本 公式 ,由 于 (6.85) 式 的 右 端 含有 m 的 
Т,Ж ror 和 人 等 趋向 很 小 时 , © 的 变化 不 会 很 大 , 但 是 
这 并 没有 完全 消除 磁 擅 毅 点 。 思 克 曾 经 在 艳星 很 接近 太阳 时 用 这 
一 方法 计算 趋 星 的 坐标 。 

2 梯 勒 《Thiele) 变换 

一 个 平面 久 型 限制 性 三 体 问题 ,在 固定 坐标 系 o-r 中 ,系统 
的 总 动能 


和 1 ¿2 
т Ë + p) + 1 i+ ГА 
z” › > ви + ий, 


ERP n Mn 分 别 为 两 个 主星 体 的 线 速度 ,因而 在 无 最 网 系统 中 
ить, 故 上 式 成 为 


T= 3 (+) + а л). (636) 
系统 的 力 函 数 
u= юж PETA „тв 
аи) + ту, (6.87) 
其 中 
7 一 上 =- 上 + 上 (6.88) 
ғ т, 


А Е НЕЬ 
ДОА (а, y) 表示 系统 的 动能 了, 这 时 


了 一 7 т(# + 7) + т(хў — уз) 
+ А mæ + y) + GQ — и). (6.89) 


拉 格 朗 日 函数 L — T 十 了 ， 通 过 拉 格 朗 日 方程 
d (25 ӨН 
4: \94/ ` аф 
取 广 义 坐 标 0 — z, ф = y, АНН: 


о, 


217, 


ву 
#—2у—х= 
A ôx 





ду 
+22 У = gy 
或 
2-80 
до [* (6.90) 
9+ 21 ду 
其 中 
oelet +2, (6.91) 
运动 方程 (6.90) 存 在 雅 可比 积 分 
1 一 上 РС. 
+» I +y 2 
上 式 表 明 T,= Tot V +à, (6.92) 
其 中 т, = T+, 


To бё + у), 


4 为 积分 党 数 (4 — =). 
` 当 小 天 体 与 主星 体 的 距离 (或 п) 无 限 接近 时 ，0 ~ о, 
因而 运动 方程 (6.90) ВВ. 引入 下 面 的 坐标 和 时 间 的 变换 ， 
可 以 消除 奇 点 . 
G 表示 新 坐标 ，* 表示 新 的 时 间 变量 它们 与 (xy 和 


有 以 下 关系 : 


к= — „+ ЧА 
2 2 


1 6.93 
У = — 7 sinushe (693) 


Ф = jdr 


+318 


БР 为 雅 可 比 行列 式 





š Br Bs 
(=, у) _ Bu д 
бы loy әу |" (690 
би д» 
显然 
дк дк 
f * ди дев 
( $ )- ду ду ( # ). (6.95) 
би Әә, 
而 由 (6.93) 式 得 : 
а - 1 sin #chy 
и v 
Әк ду 1 Ы (698) 
9 ба сов иһ e 
ж 


J= ana А5 з (© 20 — соѕ2и), (6.97) 
(и, у) 


用 (x, s) 和 (a, o) к nl Т, 则 (6.89) 右 端 前 三 项 为 
Tt ў) - T + 


пин, 8) 


ду _ „Өх 
ku 2) 
ети) 
+ HG = к) овие» + r 20 + сов2и) 
(6.98) 
于 是 拉 格 朗 日 函数 L — T + V 可 视 作 s. о. ñ. ó 的 函数 ,将 
в. Y 作为 广义 坐标 ， 因 为 Te 不 包含 #* 和 2 所 以 新 坐标 表示 的 拉 


29% 


格 朗 日 方程 为 


ЭСТ, + т, inin. 





ыш). 


(Т, + T.) 


‚дя 
ЭСТ, + T, + То+ У) 





Эа 

4 

dt ( дә 

ш 

эт 

ты 

әт, 

т + 
ӘТ 

ме 
= 01: 


85 + 


d 
#( 


)- 


ЕУ 


4. 
ds 
ЭТ, 


д» 0 


A (57. у= әт, 


DBP 
ðu T gu 


= 
әу 
or + ó; 


Е .99 
ar, G 


д» 


.《6.98) 式 中 的 了;、Ti 代 人 上 式 , 可 得 : 





а (anA, а рәтү әт, ау 
а) ды аг 00 — 20] 
а Гат, а /ƏT от, а 3 
а (6) + а (66) – в» а GD + 247 
(68.100) 
ваа) 
6.101 
өт, өт, ôV 1 8 T ‹ > 
Әг + д» + py ™ j де ЧТО 
又 因 Š 一 上 二， 所 以 将 (6.100) 和 (6.101) 代 和 (699) 得 : 
dw оу _ag* i 
dr’ dr ди (6.102) 
Ф du 80* |" 8 
{т ат T бу 
其 中 9* — JT, = ТОВУ + В), (6.103) 


(6.100) 式 是 经 过 梯 勤 交换 后 的 平面 加 型 限制 性 三 体 问题 的 
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运动 方程 ,此 方程 不 再 存在 碰撞 奇 点 ， 这 是 因为 当 r, (或 r) 一 0 
时 29” 不 再 趋向 无 穷 大 。 
ri == (z — ж)! + y' = (x + n)! + y' 


-іа+ сози ch s): + = "ush’v 
- 1 (cosu + shr)’, 


п (у у G l+) + 


-i (coss cho — 1)! + у чә 
~ 1 Che ои), 


所 以 „= (ch v + сози) 
, (6.104) 


1 
пт (ch о 一 сози) 


в + et (6.105) 


ch s + cosu ch v — сози” 
上 式 连 局 (6.97) 式 和 (6.98) 式 代入 (6.103) 得 : 
. 1 ева 
a*m L Ch 2v о [2402 и) +a] 


+ та 一 站 (hs — совы) 
+ S (ch ç + cosu) 
+ iG — u )(ch 3v cosu — chr cos3n) 


+ ғ (ch 4v — соз 4и), 


可 见 当 六 一 0 六 一 0 时 9* 不 再 趋向 无 穷 大 ,运动 方程 不 再 存 
在 奇 点 。 
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$7 收敛 性 和 稳定 性 


收 全 性 和 笑 定 性 是 判断 一 个 微分 方程 的 数 信和 解法 能 否 被 采用 ' 
的 依据 ， 它 们 的 严格 讨论 涉及 到 一 种 方法 的 误差 以 及 误差 的 传递 
和 累积 方式 等 许多 数学 细节 问题 。 读 者 若 有 兴趣 可 参看 有 关 参 考 
$. 在 这 一 节 中 我 们 仅 对 收 化 性 和 稳定 性 的 概念 和 定义 作 一 介 
绍 。 

1 收效 性 

一 个 数值 方法 的 收敛 性 是 表达 了 用 充分 小 的 步 长 和 精确 的 计 
算 使 所 得 到 的 数值 解 可 以 任意 接近 精确 解 (理论 解 ) 的 性 质 ， 也 就 
是 说 ,如 果 想 在 区 域 a< i < b р, RERA + 上 一 微分 方程 的 


解 ,我 们 可 以 选择 充分 大 的 NN, 使 得 当 步 长 hx = 一 一 “一 0 BF, 


在 满足 初始 条 件 之 下 按 我 们 的 要 求 计 算得 到 的 在 : 上 的 一 系列 近 
WURR, х.б), Eaha) С) 一 致 收 合 于 敏 分 方程 的 精确 解 
x(f)， 那 么 我 们 称 这 一 方法 是 收敛 的 ,否则 就 是 不 收 全 的 . 

从 以 上 关于 收 全 性 的 定义 也 可 以 看 出 只 要 一 个 P 阶 的 计算 公 
式 的 截断 误差 RA) МЕ: 

кв) < DRH, 

ру ЕЙТ, УК А-Я. 

2 稳定 性 

在 本 章 第 二 节 中 我 们 曾经 指出 ， 任 何 一 种 数值 方法 都 存在 截 
断 误差 ,此 外 ,由 于 在 具体 计算 过 程 中 ,只 能 取 有 限 位 小 数 ,必然 会 
产生 合 人 误 姜 .这 两 种 误差 不 仅 存在 于 每 一 个 步 点 的 计算 中 ， 而 
且 还 会 传递 到 下 一 个 步 点 中 去 。 在 逐次 计算 中 ,误差 有 可 能 不 断 
累积 .是否 计 算 到 若干 步 以 后 ,其 计算 结果 完全 被 误差 所 淹没 呢 ? 
如 果真 是 这 样 ， 就 完全 失去 数值 解 的 价值 。 所 谓 一 个 数值 方法 的 
稳定 性 问题 是 指 在 这 一 方法 中 误差 是 否 能 被 控制 的 问题 。 从 台 劳 ， 
级 数 解 的 戴 断 误差 (6.35) 看 出 对 于 一 个 了 阶 的 章 步 或 多 步 法 , 每， 
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—Ф УЗЕ ун OA), ИЕ ЗЕ БР НА. 
对 于 一 个 满足 莱 痊 希 蒋 (Lipschitz) 条 件 的 微分 方程 ,如 果 存 
EER 加 和 天 , 当 取 步 长 45，0 << 加 ,在 某 一 节点 z. 处 , В 
有 一 误差 (或 扰动 ) 3 使 
|z, —z.| = 8 
而 在 以 后 的 各 步 点 х„(т > n) 处 的 误差 len 一 2.1 始终 保持 : 
|z. — 2.) < Кг 
那么 就 说 这 一 数值 方法 是 稳定 的 。 区 域 0 < < h F B 
域 ， 这 种 稳定 称 为 绝对 稳定 ,如 果 只 有 当 6-* 0 时 才 稳 定 ,那么 称 
为 堆 稳 定 或 浙 近 稳定 . : 
事实 上 ,采用 一 种 数值 方法 解决 一 个 实际 问题 时 ,要 从 理论 上 
解决 稳定 性 的 分 析 是 很 困难 的 。 在 实 版 中 往往 用 某 一 步 长 进行 斌 
算 ,如 果 遇 到 不 稳定 的 情况 , 就 变换 一 个 步 长 再 作 试 算 , 经 多 次 试 
算 后 还 不 成 功 ,只 好 另 换 方法 ， 
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第 七 章 ” 人 造 地 球 卫星 轨 道理 论 


经 典 天 体力 学 主要 研究 太阳 系 内 各 种 自然 天 体 ,例如 行星 小 
行星 ,艳星 和 天 然 卫星 (包括 月 球 ) 等 的 运动 . 

在 研究 行星 ,小 行 皇 和 起 星 等 天 体 运 动 时 ,由 于 这 些 天 体 以 及 
太阳 的 大 小 与 它们 相互 之 问 的 距离 根 比 是 十 分 微小 的 ， 因 此 可 以 
把 它们 都 视 为 质点 ， 这 样 这 些 天 体 的 运动 基本 上 属于 若干 个 质点 
在 相互 引力 作用 下 的 运动 问题 ， 我 们 在 第 四 章 和 第 五 章 中 已 经 作 
тля. ? 

在 研究 月 球 和 某 些 天 然 卫 星 运动 时 、 由 于 这 些 天 体 离开 主 行 
星 的 距离 比较 近 ， 例 如 地 月 距离 约 是 地 球 半 径 的 60 倍 , 木 卫 1 
(0) 与 木星 距离 仅 是 木 旦 半径 的 6 倍 , 这 时 不 能 把 行星 对 卫星 的 
引力 当 作 质 点 引力 ,需要 适当 考虑 行星 的 形状 和 内 部 结构 

自从 1957 年 10 月 4 日 人 类 砚 史 上 出 现 第 一 颗 人 造 地 球 卫 星 
以 来 ， 全 世界 各 国 总 共 成 功 地 发 射 了 二 千 多 次 人 造 卫 星 ， 研究 人 
造 地 球 卫星 的 运动 成 为 现代 天 体力 学 的 一 个 重要 分 支 ， 在 研究 人 
造 地 球 卫星 运动 时 ,由 于 钨 大 多 数 卫星 离开 地 球 的 距离 都 很 近 , 通 
常 只 是 地 球 半 径 的 0.03 到 0.3 们 因此 必须 考虑 地 球形 状 的 不 规 
则 些 及 其 内 部 精细 结构 。 地 球 附近 还 有 浓密 的 大 气 层 ， 人 造 卫星 
在 大 气 层 中 运动 ,明显 受到 大 气 的 阻力 。 另 外 ,对 于 一 些 体积 比较 
大 而 质量 又 比较 小 的 卫星 ， 太 阳 的 光 压 作用 也 十 分 显著 、 这 样 使 
人 造 卫 星 运 动 具有 一 些 特 殊 的 规律 。 相 应 地 也 出 现 了 一 些 与 经 典 
方法 完全 不 导 的 新 方法 来 研究 人 造 卫 星 的 运动 。 本 章 介 绍 人 造 地 
球 卫 星 在 各 种 摄 动作 用 下 的 运动 情况 。 
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$1 人 造 卫星 在 地 球 引力 场 中 的 运动 


将 (1.50) 式 代 和 人 (1.4) 式 后 可 得 人 造 卫 星 在 地 球 引 力 场 中 的 运 
动 方程 是 : 
#+ СМ, ув, (7.1) 


其 中 摄 动 函数 
ры 


Ерс 


жи2 =t 
+ $,кзйп 44). (7.2) 
(7.1) 式 是 三 个 二 阶 微分 方程 组 ,积分 后 就 得 到 人 造 卫 星 在 地 
球 引 力 场 中 的 运动 情况 .我 们 可 以 认为 《7.1) 式 相对 应 的 “ 齐 次 方 
BE: 
#+ SM o, (73) 


(7.3) 式 就 是 一 般 的 二 体 问题 ,在 第 二 章 已 经 得 到 了 它 的 完全 解 为 
r = al cos E — e)P + o y1 — е sin EQ, (7.4) 
其 中 EE 一 csinE =M, P 是 轨道 近地点 方向 ，Q@ 是 轨道 面 上 


等 于 Е 处 , 卫 和 QQ@ 是 卫星 的 轨道 根 数 Q、w sn š ЮВ. 








根据 (7.4) 式 ,我 们 可 以 采用 堂 数 变易 法 来 求解 (7.1) 式 。 这 时 
微分 方程 (7.1) 的 解 的 形式 仍 为 (7.4) 式 ,只 是 它 的 积分 常数 或 者 轨 
道 根 数 不 再 是 一 组 常数 而 是 随时 间 变化 着 .在 第 五 章 中 ,我们 得 
到 了 轨道 根 数 应 当 满 足 的 摄 动 运动 方程 。 这 就 是 拉 格 朗 日 运动 方 
程 (5.67) 式 。 通过 求解 拉 格 朗 日 运动 方程 就 可 以 得 到 人 造 卫 星 在 
地 球 引力 场 中 的 运动 情 殉 . 

(7.2) 式 的 右 端 第 一 部 分 包含 带 谐 系数 J. 由 表 1-1 可 以 看 出 
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A — 107°, 作为 一 阶 小 量 . & Вх Иа, ЖИИ 
状 摄 动 中 的 主要 项 . ЛИНЕ D E45IEB AZ —10 公里 ,速度 伪 
Žž -10Ж/%. A~ Л.Л 10“， 作 为 二 阶 小 重 。 含 它们 的 项 
称 为 二 阶 摄 动 ,这 些 项 相应 卫星 的 臣 离 偏 差 ~10 米 , 速 度 偏差 ~1 
ШЖж/%. B dhh Mhh ERTE, 含 它们 的 项 称 为 三 阶 
摄 动 ,这 些 项 相应 卫星 的 距离 偏差 ~1 黑 米 ,速度 偏差 ~10" 区 米 / 
Ф, 

(7.2) 式 的 右 端 第 二 部 分 包含 田 谐 系数 Ca 和 S... 由 表 1-3 
可 以 看 出 归 一 化 的 田 谐 系 数 约 是 10 ~ 一 107， 有 些 更 小 ， 我 们 可 
以 把 它们 当 作为 二 阶 小 量 ， 这 些 项 包含 有 卫星 的 地 理 经 度 1， 它 
们 与 地 球 的 自转 有 关 , 以 后 再 作 讨 论 、 

在 采用 地 球 引力 场 位 函数 第 一 种 简化 模型 时 ,(7.2) 式 成 为 


GM < а. ү j 
R= СМ >(%) 2Р.С sin р), (75) 
其 中 re 2049), ар sinisin (о + 0). 
1 + ecosf 


将 (7.5) 式 代入 拉 格 朗 日 方程 (5.67) 式 时 ， 方 程 右 端 可 以 表示 
为 卫星 轨道 根 数 a, e, sini ДИЙП о, М 的 三 角 级 数 ， 含 M 
的 项 是 周期 项 , 它 的 周期 很 短 , 相 当 于 卫星 的 运动 局 期 即 几 十 分 钟 
或 几 小 时 ,通常 称 为 短 周 期 项 . 含 的 项 也 是 周期 项 ,以 后 我 们 可 


以 看 到 名 有 缓慢 的 长 期 变化 即 сү ~ 六， 它 相应 的 属 期 是 A 相 


当 几 十 天 或 一 年 左右 ,通常 称 为 长 局 期 项 ， 其 余 的 项 仅 合 a, e 和 
i, 以 后 可 以 看 到 它们 没有 长 期 变化 , 这 些 项 称 为 常数 项 ， 将 它们 
对 时 间 积 分 结果 ,可 以 得 到 轨道 根 数 变化 有 三 种 类 型 : 短 周期 长 
周期 和 长 期 变化 。 如 果 分 别 把 它们 记 为 ov o 和 = 的话， 则 轨道 
根 数 的 变化 如 图 7-1 ЯР. 

由 于 人 造 卫星 运动 较 快 ,在 不 太 长 的 时 间 内 ,一 阶 长 期 变化 的 
影响 可 能 会 上 升 到 零 阶 , 二 阶 长 期 变化 的 影响 可 能 会 上 升 到 一 阶 ， 
因此 在 1959 年 古 在 由 秀 将 非 线 性 振动 中 平均 法 的 息 想 应 用 到 人 
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2 小 时 





图 7- 


造 卫星 运动 中 .他 提出 了 一 种 平均 根 数 : 
PO) 006) + ato) + (1 — и) +... (76) 
其 中 
ё(һ) — aC) — [о9(ь) + вы) + --.] 
—14°(һ) + оь) + 1, (7.7) 
Ко Жо ¿y| З ТИНА; cf ор УЕ 
示 一 阶 和 二 阶 长 局 期 项 ; o 和 wm 分别 为 一 阶 和 二 阶 长 期 项 的 系 
Ж. 这 时 对 于 任何 时 刻 上 时 卫星 的 明 时 根 数 就 是 : 
CD = IH E + оС) +5 000) + PE) + --- (7.8) 
由 (7.6)、(7.7) Яп (7.8) 式 可 以 看 出 所 谓 平均 根 数 实质 上 就 是 
从 瞬时 根 数 中 除去 了 所 有 周期 变化 ,起 了 一 个 “平均 ” 作用。 利用 
平均 根 数 记得 到 的 轨道 实际 上 可 以 认为 是 一 种 中 间 轨 道 . 由 后 面 
所 得 到 的 结果 可 以 看 到 卫星 的 扫 道 根 数 中 Oo 和 M 有 长 期 变化 ， 
而 ave 和 5: 没有 长 期 变化 ,因此 实际 上 它 仍然 是 一 个 粮 圆 ,这 个 椭 
圆 的 大 小 ,形状 和 轨道 倾角 保持 不 变 , 只 是 轨道 的 升 交点 , 近地点 
以 及 过 近地点 的 时 刻 有 长 其 变化。 这样 的 中 间 轨 道 比 二 体 问题 中 
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шуй E ЕНЕ ЕЮ лела тюе H 
论 卫 性 轨 道 根 数 的 一 阶 膨 期 变化 和 二 阶 长 期 变化 称 为 一 阶 理论 ， 

, 卫星 的 一 阶 理论 通常 可 使 卫星 的 距离 精度 控制 在 公里 量 级 内 ， 速 
度 精 度 控制 在 米 / 秒 量 级 内 。 同 样 包含 卫星 轨道 根 数 的 二 阶 周期 
变化 和 三 阶 长 期 变化 的 称 为 二 阶 理论 。 它 相应 的 距离 精度 控制 在 
米 恒 级 内 ,速度 精度 控制 在 0.1 厘米 /种 量 级 内 。 

如 果 我 们 已 经 求 出 了 on о, o, 和 о 的 表达 式 , 则 可 以 利用 卫 

` 星 在 某 初 始 时 刘 时 的 轨道 根 数 ow) 从 (7.6)、(7.7) 和 (7.8) 式 外 
推出 所 需 时 刻 + 时 的 轨道 祖 数 oz), 然 后 进行 卫 明 的 位 置 预 报 . 因 
此 我 们 首先 要 求 出 а, on ә, 和 a 的 表达 式 。 

将 (7.5) 式 代入 (5.67) 式 后 ,拉客 朗 日 方程 形式 上 可 以 写 为 
SE Ra) + В 0) + ЕК, о). (79) 
其 中 表示 > б 等 高 阶 带 谐 系数 , 它 相当 于 二 阶 小 量 ，(7.9) 式 


中 的 
f РВК о. е. і. оО, 


Th 对 于 根 数 M ， 
aan — ©. 
Ж (7.9) 式 右 端的 瞬时 根 数 o 在 平均 根 数 z 处 作 合 劳 展开 ,由 
“(7.8) 式 可 得 : 
4° 一 F3) + (n) (a + а) + 1 (=), (a+ a 





+ 24,а,) + ЕКА, 0) + > (ба), +) 


+ ВСК, а) + о(Л). р (7.10) 
这 里 о, 应 包括 一 阶 短 周期 项 ato AMARIA a; c, 也 同样 
包括 со 和 c 妇 。 由 后 面 我 们 可 以 君 到 а 一 0。 另 外 在 讨论 卫 时 
的 一 阶 理 论 时 可 以 忽略 它 的 二 阶 局 期 项 ,于 是 (7.10) 式 变 为 


3 ви) + (ОБ) а, + д) + HFE, а + F (h 0) 
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$ (ве, (о, + 4) + FKK, в) + ОО), (141) 


Жир о, RE oP, с, Е ой. 
由 《7.6》(7.7》 和 (7.8) 式 有 : 
A — ali) аб — t) + ot — h) + ош) 


— а(һ) + okt) — ои) 下 de Ф, (7.12) 


将 (711) 式 代入 (7.12) 式 并 且 比较 大 和 及 (与 天 相当 ) 前 系数 分 别 
可 得 : 
a n) EOD ыу = [iD + (81%) a, 


+ ЕА, | +, (713) 
和 
ali — в) + 00) о) 一 | (E) p 
+1 ZE) а +51 (E ) о. +) 
+ (K, | dr, (7.14) 


(7.13) 式 右 端 积 分 号 内 的 常数 项 对 时 间 z 积分 的 结果 是 一 阶 
长 期 项 nm， 短 周 期 项 对 时 间 : 积分 的 结果 就 是 一 队 短 周期 项 wm 
(7.14) 式 右 端 积分 号 内 的 常数 项 对 时 间 * 积分 的 结果 是 二 阶 长 期 
项 由 ; 短 周 期 项 对 时 间 = ИР 长 


周期 项 对 时 间 * 积分 通过 积分 变量 变换 df 一 do/ S2 化 为 对 


积分 ， 在 求 积 过 程 中 由 于 © de ~ J, 而 降 一 阶 , 积分 结果 得 到 一 阶 


КЖ о. ан ваа 最 后 就 归 
结 为 求 出 积分 《7.13) 和 (7.14) R, 
由 (7.5) АНН, АЙ КК ПЕПЕ, 和 航道 根 数 0. 这 
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样 方程 就 存在 有 二 个 积分 。 
#8 (5.67) 式 有 
ФК. BR da , ÖR de , ÔR di | ƏR de 
d: да dz де dz 8; ds до dt, 


дк dQ , OR ам OR GM da 








taod Тәм а "Әм 2 di 
= (m 
d: \ 2 j 
对 时 间 * 积分 结果 是 : 
СМ р const, (715) 


2а 


(0.15) ИЕН, ЕНН rh T 9 АВЕ 
是 守恒 的 . 
ôR 
HT Зо 0, М (5.67) 式 还 有 : 


ir (6) 
对 时 间 * 积分 结果 是 : 
Vali 25 cosi — conste 
(0.16) Квин б ОАО ЖОНЕ z 轴 上 是 守恒 的 。 
另外 ,由 (5.67) КЖ: 
о .40 1-2 ƏR 
т се" S riz де * оз 
《7.15)、(7.16) 和 (7.17? 式 对 于 求 各 轨道 根 数 的 摄 动 是 十 分 有 
用 的 、 利 用 它们 可 以 根据 已 知 根 数 的 摄 动 求 出 其 它 一 些 根 数 的 摄 
动 








为 了 便于 公式 推算 ,我 们 常常 杂 用 理论 单位 制 。 在 人 井 地 球 
卫星 轨道 还 论 中 ,我们 取 地 球 赤 道 平 均 半 径 a 一 1， 地 球 质量 内 


“ү? ‹ z 

一 1, 选用 时 间 单位 是 (各 -)”， 使 得 6 一 1。 目前 国际 上 采 

НЕЛЕ е, E 6378.160 Д Ш, GM 是 398603 2 8° 
„2ю, 


9°. 则 相应 的 时 间 单位 是 806.813 秘 或 者 13.4469 分 钟 。 


52 带 谐 系 数 中 主要 项 及 所 引起 的 摄 动 
由 上 节 知 道 ,利用 (7.13) 式 可 以 求 出 带 谐 系数 中 主要 项 产 所 
引起 的 一 阶 长 期 项 和 短 周期 项 . 
我 们 采用 理论 单位 制 ,并 令 4, — + /从 (7.5) 式 可 得 户 项 
所 引起 的 摄 动 函数 : 
Rss Lp, (sinp) = 4 (1 一 в). (18) 
由 于 sing 一 sin isin (о + D, (7.18) 式 又 可 化 为 
机 (el Те 
= 580) Tas) 
+ + ві? cos 2( + 0]. (7.19) 
ШТ” 和 了 是 轨道 根 数 o, e 和 XH 的 函数 ,因此 (7.19) 式 的 RR 
包含 有 二 项 ,一 项 是 不 含 M 的 常数 项 ， 另 一 项 是 含 M 的 短 周 期 项 ， 
我 们 分 别 记 为 R. 和 R,。 利用 富里 叶 级 数 的 正 交 性 ， 将 摄 动 函数 
R 对 平 近 点 角 以 在 0 到 2x 区 闻 内 求 平均 值 ,结果 可 以 分 离 出 其 中 
的 常数 项 Ro 其 余部 分 就 是 短 周期 项 Ra 


科 用 二 体 问题 公式 : r s Ма 0) 或 者 dM 一 


(2) же НЕ, аи 





“ие T 1 
ем Ги 
== гуз, (7.20) 


和 


(5) сао 2 Í (5) cos2(@ + DAM 


Б x +. 


= а-у Ë (1 + сооз) сое (о + df 一 0。 (221) 


利用 《7.20) 和 (7.21) 式 可 得 RR 中 的 常数 项 
-в- 1 -а0- еу 
к —Ё— 21 (7 кам #a- 2 





1 Те; 
х (+ ты 小 (722) 
由 (7.22) 式 可 以 看 出 R 仅 是 轨道 根 数 *、* 和 i 的 函数 ,于 是 
有 ; 
эк, _ OR, _ ОЕ, _, 
до во эм 
эк, д 


s. 
aTa- en(g ч) 5 
7. 
ôR Ae - 3 2. = ` 
СЕ Ша "(1 = $ sti) 


ƏR, __ 4: (1 e) sin icosi 
. 9: ч 


将 (7.23) 式 代 人 (5.67) 式 后 ,利用 (7.13) 式 可 得 人 造 卫星 轨道 根 数 
的 一 阶 长 期 项 的 系数 是 : 


a = e, = 0 


Ал 


0, — — =É соз} 


Мен (7.24) 
© 一 р (5соз?і 一 1) | 


м, + ае (1- 2 so 让) 
其 中 p= (1 — 2). 
从 (724) 式 可 以 看 出 ,卫星 根 数 吕 有 长 期 变化 ,9 де. 


由 于 4- 三 > 0: 当 卫星 处 于 顺 行 轨道 ,这 时 轨道 侨 角 了 在 0 
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aiem, 由 《7.24) 式 可 得 0, < д; ЕДА В 


致 卫星 的 轨道 面 在 西 退 。 当 卫星 处 于 逆行 轨道 ,这 时 i 在 A БЫ 


之 疗 , 相 应 的 О, > 0; ЖЕНЕ ЧЕК ПЫ БОН ЛЕ 
东 进 .对 于 赤道 卫星 , i=0, 0, 的 数值 最 大 ;对 于 极 轨道 卫星 ;一 


= 2, — 0; 这 意味 着 卫星 轨道 面 是 固定 不 动 的 。 当 :—63°26 


时 ,有 5cosi — 1 = 0, 从 (7.24) 式 可 以 看 出 这 时 的 o, 一 0, 这 个 
角度 称 为 临界 角 . 
Bš (7.19) fi(7-22) 式 可 得 FR 中 的 短 周期 项 : 


кез 0-19) а-о 


+ L =) siniicos2(o + п}, (7.25) 





下 面 利用 (7.13) 和 (7.25) 式 求 出 入 造 卫星 轨道 根 数 的 一 阶 短 周期 
项 
对 于 根 数 。， 我 们 直接 可 以 利用 能 量 积分 《7.15) AR. 

卫星 的 瞬时 根 数 a 在 平均 根 数 a = a 一 a, 一 а 处 展开 后 有 : 

L 1 (a, +a) +В, +В. + ОС) 一 const。 (726) 

22 2а 
上 式 左 端 第 二 项 用 。 代替 5， 其 影响 仅 是 Л. Н (7.26) 式 二 边 
的 短 周 期 和 长 周期 部 分 后 有 : 


1 1 
=i ® + & =, з = 


由 此 可 得 根 数 a 的 一 阶 短 局 期 项 和 长 周期 项 分 别 是 : 
emeente аа 


+ 5) sin‘ {сов 2(/ + ә). (7.27) 





с ami, (7.28) 
下 面 求 根 数 i 的 一 阶 短 启 期 项 。 我 们 知道 二 和 # 仅 是 根 数 


“和 M 的 函数 ,它们 与 无关: 故 由 《7.25) 式 有 : 


эк. = -2 (< Jint isin 2U + в), (729) 


зж, ОЕ. 一 0， 将 它们 代 和 《5.67) 式 后 ,对 + 的 积分 变 欣 成 对 


f 的 积分 .在 积分 过 程 中 可 将 卫星 的 根 数 视 为 常量 , 它 所 引起 的 误 
其 仅 是 二 阶 短 属 期 摄 动 。 利 用 公式 


9) sin 2(} + 0) = zj ep жаа 





урп [20 + a) + ecos (J + 20) 
+“ Gf+ 2o)|， 
кайра 的 一 阶 短 周期 项 是 : 
i= E [2082 + ш) + есо + 26) 
+ £ <os (3) + 2]. (7.30) 


ТЕЖ е, RE (7.16) 式 。 同样 将 它们 
在 平均 根 数 处 展开 有 : 
Vi 二 本 cos? + s соз (а, + а) 


cosi{e, + е) 





- Уй губа, + i) + OLH) ~ const, (7.31) 
比较 上 式 二 边 的 短 周期 和 长 周期 部 分 并 利用 (7.28) 式 , 则 有 : 
ed > a — жі i) (732) 


e 24 


„23% 


рте 1-6 чи. (7.33) 
将 (7.27) 和 (7.30) 式 代 人 《7.32) 式 后 可 得 根 数 = 的 一 阶 短 局 
期 项 是 : 


пала (а) тач 
+ 1 (=) sinzicos2(1 + o) 一 





sin?; 
жу [+ 


+ ee (f 20) + со (3f + 2) |. (7.34) 


为 了 攀 求 根 数 9、w 和 对 的 一 阶 短 周 期 项 ， 首 先 需 要 求 出 
ӘК, ӘКЕ, ж 8R. ЭЕ. . 
“ва ^ 
а ` д; де 


由 于 二 # f 仅 与 和 M 有 关 而 与 * 和 无 关 , 因 此 出 (7.25) 


式 很 容易 求 出 





2R, = R, (7.35) 
和 
а а (2) 
+ (2) соѕ2 (f +e]. 《736) 


ATR 2& ,必须 先 要 求 二 和 4 对 е ИЙЫН. НЫ 
是 公式 Е — ¿sin E= M, 有: 
ӘЕ sin E 24 
кы а (7.37) 
НЯ r 一 o(1 — ecos E) 并 将 (7.37) 式 代 人 可 得 : 
Йе > — esin g ĈE 
A (ai esin Е 2) 
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9 — ейш _ 
[= i= =) 
а — = ~acosf, (7.38) 
н 
д (= гү 
# ()-(С)=“ gan 
利用 reosf = sl cos E — e), 有 
£ жер, дау — a дЕ а-а, (7.40) 
将 《7.37) 和 (7.38) 式 代 人 上 式 后 可 得 : 
of PiE 
ве Ti 
或 者 是 
91 = l a+ t iaje sin f(2+-ecos f), (7.41) 
ðe 1 == 


利用 Cs 和 CD жиб) 式 可 以 求 出 : 


н) аач) 


+ + (У corfeos20 + e) 





TS (2) нако + eco sin20 +}. (743) 


将 (7.36) 式 代入 (5.67) 式 后 对 t 积分 并 利用 下 列 积分 ; 
(== да gjora 
- Sa f+ esia p 
jE + шй = Sja + есов{)сов2( + a)df 


- АП puro +: + Z | cos (31 + Ж 


“зв + 


+ свв (+ 2в)у1}4/ | 


Е е [= 2@+ о) + esin F 20) + sin Gf + 2)|, 


ВИН o а ВЕ: 
0, - 251 [м 1 еі 1 sin2( + о) 


+ ща + — in Gf + 2). (7.43) 
由 (2.18) 式 有 
e= cosi 0, + VIZE f OR 4 (7.44) 
и 的 nate де N 


将 (7.42) 和 (7.43) 式 代 人 《7.44) 式 后 并 利用 下 列 积分 : 
j у уа - [а + есоз 1) cos f d f 


= Еа) 


+ in fO + о). 


j У cos foos2(f + аё 


- БО + 2 ecos?f + e'oos f) cos 2 (f + шуй! 
i РА 
一 зт [reos 2o + -£ sin (} — 20) 
+( + È e) in о) + ево) 
г. 2% 
(++ 6) мв) + “sin (4 + 2ш) 
жЕ sin (5/ + )], 


*23%7, 


ооа 
-5 ня | G + sees + олсо) оон (f + 28) 

= 一 人 EG 2 а 1 
оов (3) + 2)1 dj Z роль + E 2 sin ({—2ш) 


+( + 2) 59+ + (- 2 E)n + ж) 


Зе её. 
-$E яа + 20) — ча (51+ 2%, 





或 者 是 — 
усе | и al- 2 anti )M 
+2 — вн) ву + (++ яа) 


+ © ьа + в] + FE | L ёа (f ~ 2) 
+ (Z e — sin + 26) + зева (0}+ 26) 
Z 1， 3, 
+( + He) =a Gr + 20) + esin (4f + 2w) 
+ + esin (5f + зш)у]}, (7.45) 


可 得 根 数 的 一 阶 短 周期 项 是 : 
o= (2-5) M + esaf) + (1 — T sasi) 
x (2-2) а ва 5 - чаз/] 
- [5+ (4 — B ч), |=0+ а) — (+ 


ани) + | чен ШОС 


24%, 


-8 sa] sin (3f + 20) + =ч sin (4f + 2%) 
+E dinti sin (5f + 20) + 0—2). 6) 
对 于 根 数 W ,根据 (7.13) 式 ,其 中 ОР 一 一经， 可 得 : 


3n 2 í аР, 1 一 (ƏR 
M, = (а 2 | R [28а л 
У lo ада) ао ООО. 





但 38: 一 一 三 R,, a, 一 22'R, 故 (7.47) 式 又 可 以 简化 为 
м,= 3. [ка —1— [9А ш (7.48) 
另外 ,我 们 有 积分 
(2-2 гула M 
Је ~ St 5-14) {Ee a 
+ anni (у cos20 + шу} 
4, 1 ИРА 
==: жа + еб р) 
+ Зан [esin (f + 2a) + sin 2(f + в) 
+ яв Gi + 20)]} (749) 


将 (7.45) 和 (7. ИЕ 48) 式 后 ,可 ои 
ие 3; 
(3 sin2; У — 





о 
k y 

X sn (f + 2%) — (L — веки 

— Š e sin (4f + 2ш) — E sin (5f + 2a) 


. 239, 


“ Eain а- 2) |. (7.50) 


.到 此 为 止 ,我 们 已 经 得 到 了 卫星 全 部 根 数 的 一 阶 短 届 期 项 o。 
在 积分 过 程 中 。 由 于 作 了 积分 变量 变换 + 一!f + mo， 故 并 不 是 
所 有 的 品 一 0。 真正 的 得 周期 项 应 当 是 о, — 0, БОЕ о, 中 扣除 
„Ешй гык а =L [| (о, — a) dM — a, — 


#, 一 0。 下 面 求 出 各 个 #, 值 。 
我 们 知道 a 一 2aR. 和 В. =0, ЖЖ 
z, = 0, (7.51) 
ETARE h A RRRA: 
м2 (И у Bsn" 


‚л 


Ey -а -eol +, Ж‹-у@ ‚ 0.52) 


„= 


+ пу е) Весов nf 


。 利 用 (7.52) 式 和 三 角 





1—= 1-2 _ 
жав 16 _. 


1+ Л -e 
级 数 正 交 性 可 以 得 到 某 些 函数 的 平均 值 。 
447 = = É Задам = (1— еу L 
(енә, 


та. P (EY raat 


= (—1) (1 + оу )B* 


+246 • 


сов} = e, 


эта - а +2УГ-#) 
= 点 [24 —гу#—з(@а—4у+в11, 

ар Мга а + 3 i=) 
= 1-80 et 6 — е) 1 


+3 — e], 或 者 化 为 cos2f 形式 为 


wf = — cos 2j + 3e, 


同样 有 


mii = Z 6- ий, 
е 
доз = — $ (8 — 3е'усов2] + + (24 — se), 
e 


另外 还 有 
ме 2 É (м = ам = (1 — e)” 


х Lf (2) ом -haro 


将 它们 代 人 (7.30)、(7.32)、(7.43)、(7.46) 和 (7.507 式 后 , 求 平 均 
值 结果 可 得 : 
i Anli (сыл + ес + 59991) = 


Я 


== а= соз 2 feos 20, (7.53) 
z - а-о dn jcos2]cos2e, (7.54) 


9 241 9 








а бі ра еј а ела а 
= (= а sinda 


Асов і, | 
бр соз 2} 20, (7.55) 


а, d- [ii G бя) е Гая 
一 全 一 二 ma 全 


м) e] 二 


+ ста е) sin 20 


ня) 


+ т a sin 2, (7.56) 





+ 


e 
aS -2 Иа <=] 
АСЕ 325554 ся + Eca ба 20 


уге а а 2+2 921) вала, (7.57) 


由 (7.53) 到 《7.57) 式 可 以 看 出 @ 包含 有 oo, 它 们 实际 上 是 一 
阶 长 半期 项 的 一 部 分 。 因此 本 节 所 得 到 的 о, 是 一 阶 短 属 期 项 各 
部 分 长 周期 项 ,真正 的 一 阶 纯 短 周 期 项 是 a, 一 a。 





$3 Ни Л 项 所 引起 的 摄 动 


#s 1 中 , 我 们 知道 利用 (7.10) 式 可 以 求 出 及 项 所 引起 的 一 
阶 长 周期 摄 动 和 二 阶 长 期 摄 动 ， 它 们 所 对 上 应 的 计算 式 应 当 是 其 中 
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的 2; (DE) Co + ад жя. экии ванилина? 


И 

上 节 所 得 到 的 о, — г. 
ATA Л Ик 可 以 分 为 二 部 分 常数 项 R, 和 短 
周期 项 R,, 我 们 用 CU) 表示 含 有 的 常数 项 (Constant terms), 用 
SPT (J) 表示 含 J, 的 短 局 期 项 (Short-period terms), 则 有 R= 


CGO + SPTO) 和 ВЕ 一 CU) + TUD ETRA CEN 
ЖИВЯ F= CUD + SPTO) 和 ЭР — cQD+sPTQOO, 


我 们 用 LPT (J) ARA 的 长 局 期 项 《Long-period terms), 
显然 有 СО) х SPTO) = SPTO), СОЛ) х LPT(J:) ~ LPT 
(Л) 和 SPT(J,) x LPT(J,) — ЗРТ(Л), 但 是 SPT (J,) х SPT 
(J) = СО) + SPTUD + РТС). ЯНА cos (mM + 
їо)(я ге 0) 与 短 周期 项 cos (nM + ke) НН сов[29М + Q 
+ Куо] 和 соз (2 一 k)o; 前 项 仍 是 短 周 期 项 , 后 项 通常 是 长 局 
期 项 ,但 当 1 一 时 就 出 现 常 数 项 。 
本 节 中 的 0 是 纯 短 局 期 项 , 即 о, 一 SPTO) HA 


о, = CUD + SPT(JD + 1РТ(Л). 


а, РТО, В SEa, 一 SPTC + РТО. ЯН 


表示 РОМ) амри РОГ) 一 207 (муам; 进一步 用 
LEOD) 表示 取 其 中 的 常数 部 分 ,用 《ECM)j 表示 取 其 中 的 长 


周期 部 分 。 这样 就 有 pE а}, = cun, {85 а. } =LPTUÐ, 








Jn.) =o m (28) -IPTOD. HF CUD, 对 + 职 

Өт . дг t 

分 结果 是 二 阶 长 期 项 ;对 于 LPT(J， 对 + 积分 变换 成 对 积分 ， 

在 积分 变换 dr 一 aof e ~ ldo 过 程 中 出 现 -L 即 降 一 阶 , 结 
+ h h 


. 243. 


果 是 一 阶 长 周期 项 ， 由 此 得 到 Л 项 所 引起 的 二 阶 长 期 项 系数 应 
是 : I 


=" pE 中 (7.58) 
而 及 项 所 引起 的 一 阶 长 周 项 应 是 : 
„-| 8 中 + TA а} ]а (759) 


ЕЖА РОЗНИ МИИ F, — n. 
由 (7.59) 式 看 到 似乎 出 现 这 样 的 困难 : 为 了 要 求 出 方程 左 册 

的 -mw, 需 要 事先 知道 右 端 积分 中 的 cx。 但 实际 上 由 于 
SPTO) x LPTCP) = SPTUD, i 
故 (7.59) 式 右 端 第 二 项 中 的 P, 仅 以 R, К R ЙГЕ, R 产生 


的 E а 仅 吓 短 周期 项 形式 . ODRA R ERM ә, 
> ЭК, OR, Әв, _ 
езг її, йт ОЁ = i = био. HOSANA 





Р „ OR, ӘР, x ӘК, 
НИТ Р, {АШ Со, oa 和 зы 出 现 , 这 时 的 


p=, | 中 一 0, 于 是 (7.59) 式 变 为 











де 
ағ, ENE 
om Цр a бй amasei (60) 
= ЭЕ, OR, _ Е, Д 
РРНК О. өй M, HT SQ бо ӨМ 0 或 者 
ӘР, OP ӘЕ, _ ӘР, ӘР, — BF, у — 
00 “Os эм ао U ао" ам м 
“这 时 (7.59) 式 变 为 ， 
ӘР, ӘР, ‚ OF ӘЕ, , 
ел -[ = 中 十 { Өз a, + Ө е + 8 ije 
(4 a= 0,0,М :时 7 (7.61) 


式 中 右 端 第 二 项 F 中 的 R 一 R,, 因 此 Р, 的 形式 分 别 为 (7.242 式 
Ф О. 和 M, — s, 
,244， 


上 面 得 到 的 (7.58)、(7.607 和 (761) 式 就 是 我 们 用 来 求 地 球 引 
力 汤 中 带 谐 系数 及 所 引起 的 一 阶 长 周期 项 о 和 二 阶 长 期 项 系数 
ө. КИРАК. 在 计算 过 程 中 ,将 会 遇 到 下 列 一 些 函数 对 М ЖЕ 
均 导 的 问题 ,我们 先 把 它们 计算 出 来 。 


利用 二 体 问题 公式 ,可 以 得 到 (后 】 对 M 的 平均 值 是 : 
ва, (в?) 


r 21а (1 二 уст 


ЖЧ ЕИ ERAR, H p 之 ?2 时 有 : 


аа + ecosf)? У Ch левой, (7.63) 
с 





但 是 
cosf = (E+ mA Q + my 
一 pa “> СТ)" 
= iX стти, (7.64) 
将 (7.64f) 式 代 信 (7.63) 式 后 ,可 得 ; 
Q + ¿esp = >: Dy C$ СТІ cos (I — 2m)f 


riar 
+ isin Q — 2m)f], (7.65) 
Ah 
саст — — G= 21 H 


Np Ti 21 mi — т) 
~ (p— 2)1 


—i— 2)1в10— m)t ` 


将 (7.65) 式 代 人 (7.62) 式 后 ,利用 富里 叶 级 数 正 交 性 可 得 除 余 
жн 1 一 2m 一 0 或 者 = 1 的 项 外 ,其 余 项 及 正 玉 项 的 





„45+ 





П БЮ SHA: 


加 -ey 


x (p—2)! % 
(р 1— 2)10/2)1012)1" 
要 求 m 是 正 整 数 , 故 А 


(7.66) | 


取 其 整数 部 分 即 [ | < 022-0 -1,806) да 





>= с Е 
(y =G — амо? > 58-5) , 
(р2 2) (7.67) 


根据 (7.67) 式 , 表 7-1 列 出 了 当 ?> 2 (S) AMRES 


具体 表示 式 。 u 
жа (ула 





(у 






















2 n 0 о | а-су 
3 1 0 о Газе 

‚=, e 
4 2 1 % | ае " (1+5) 


Unt зи 
ent зе + 3) 
ани (аж зе + A е 


а" (1+ Базе =) 














利用 富里 对 级 数 正 交 性 ,由 《7.65) 式 显然 有 


(7.68) 


• 246. 





另外 ,cos 人 (一 2т)} сов} 一 0 — 2m + q) + cosll— 2т 


一 9)]。 由 于 mw 从 0 9] 1, š /一 2m 应 从 一 :到 上 即 有 有 一 
Imi <1<p—2. Же >p 1, ШЕ |!—2т|<р—2<р—1 
9 上 1 一 2m| 天 49, 这 时 不 会 出 现 1 一 2m = + q 的 项 ,同样 
利用 富里 叶 级 数 正 交 性 由 (7.65) 式 可 得 : 


(E) =a 022 2р1), Ge) 





яви (=) cot — (2) зк = (E) =з =-= 0, 
# фр 1, IB (7.65) AAE БИ BOE 2 ВЕ TJ ИЖЕ 


(E) а 中 除 1 一 2m 一 я СЛИКА 


环 积分 均 为 零 。 求 和 号 中 要 求 m>0 MRR 124, ВИЕ 
分 也 为 零 ,这 意味 着 求 和 号 中 ! 从 4 起 始 ， 这 样 可 得 ; 


к: ке 1+8 Е 
(2) 054} = (1 - ге”) сыи RES с), 


(р 2 2,9 <р 1) (7.70) 





15е 1 1+ 
м 1\ 


EE a Gu ta 
ke (р 2)1 I 
ео 


Е 一 +4, 这 时 ри 


жав! 从 ? 到? 一 2 变 为 从 0 到 [2 一 9 二 2], 于 是 Оло) 








为 方便 起 见 令 二 ==, 








We 


式 化 为 





=; r= 
‚© e = (1— губ, > 
(Р 2)1 КА ы 
xÇ нш р) I 
(222,4 <р 1) (7.71) 


根据 Ол) 式 , 表 7-2 列 出 了 对 于 р>2, <р 一 1 时 (和 ) 
онај 对 计 平 均值 的 具体 表示 式 ， 


#1-2 | = Y сөзе 的 家 示 式 












з 2 Фф Теа уз 
P Sas K 0 «1 еу" 

2 ° ео ey” 

sjaja [а 1 2.09 а – ey 
2 ° fea- 
3 o 4 Aa 一 =n 

sls ат 1 (1+ За = оу" 
2 1 žeh + teja - ут 
3 o зей и 
4 ° L el еу?" 














由 二 体 问题 公式 有 : 
1 一 M =m о-у (1 
он ЖАЛИ 
P ма е 


e Tivi a 


+в, (7.72) 


nl 


24, 


НЕЧЕ ETAR EZERA 





(еў Mesai 0 "1 флзу 

в. | 
Q= Miang 101 (1 + Ve )e sin nf sin gf 
= (жа Pl сө (+ 490 вв — ФН. 
i (1.74) 

由 (7.74) 式 有 : 
(ўа муза ~ Dooh жм) 

x (EF os + t - (EY «=» — ət], Ми 


根据 《7.69) 式 得 知 在 《7.75) 式 中 右 端 求 和 号 对 于 前 项 要 求 " 十 
ар 1а <p 4 一 1 即 # 从 1 到 p 一 9 一 2, 对 于 后 项 
OR a —q <p 一 1 或 者 <p 十 9 一 1 出 na 从 1 到 p 二 9 一 2， 
其 余 各 项 环 积分 均 为 零 , 这 时 (7.75) 式 变 为 


А A 


YO saq = DD (1 + =e) 


pern п 





а ери у 


и == 
Уметь о GO 


特别 是 对 于 p 一 3, 这 时 要 求 9 > 0, (7.76) 式 右 端 第 一 项 应 为 
$. 另外 ， 上 节 兽 得 到 ti + УТ eA 一 cos 地， 放 由 
《47.76) 式 可 得 ; 





+1 


(2) ам 一 -SA osa (#yes@ ~ ayl. 


r249 + 


(7.77) 
SERITUR -50s 可 者 化 为 “sos 下 形式 ,由 此 得 出 (=). х 


(一 M ) sin qf 对 必 平 均值 的 具体 表示 式 ,结果 列 在 表 7-3 中 。 
жт-з (2) (f 一 мун чех, 





? | * (ZY e — маа 
р = ell — y> ((—1 =) 
š 1-3 за = уз Бай 

了 ал «а - (和 - & =) 
4 15 


ta- ey le- Е =з 1 3] 





Pepa -1,7-2 #1 7-3 以 及 《7.68)、《7.69) 式 , 由 (7. 58) 式 我 
们 可 以 求 出 Л 所 引起 的 二 阶 长 期 项 系数 是 : 


а: ми 0 (7.78) 
о = - (2 tvit е) 
-(*+ за) | (7.79) 


和 





a= |+ r= 2+1 а) (+ +UA 
+ i a Jein i+ (22 + ва Ва аа. 


(7.80) 
在 $2 中 已 经 得 到 卫 旺 轨道 半 长 径 a ИЧКЕ a,=0. 由 
《7.60) 式 ,我 们 可 以 求 出 Л 所 引起 的 一 阶 长 后 期 项 : 


Arini (7 5 
+ шч _ Goa ) 2 7.81 
= ғ, таба — Sin )\IZ т у= ла (7.81) 


和 
о Жанай [7 ан 
а PC Sasa aa ~ зч соо. (942) 


ЖЕ ае, 和 и 后 ,由 (7.61) 式 我 们 进一步 可 以 求 出 ; 


9 一 2 一 人 = 5simi + Эль) ма (743) 
和 
в цу — la" (2 — Wan ча чач) 


(217 ё ери sin 20 
ma (2 — Чан аи Пома n 
(7.84) 
РР M ， 由 (7.9) 式 可 以 看 出 ， 它 还 应 具有 零 阶 项 


z = осм ӨР, _ Зп @Fo 15n 
Реа. 由 于 пт а 2, Эр Бә 4 ` 将 它 


们 代 和 人 (7.14) 式 后 ,可 得 : 
mo Bhat fE д, (7.85) 
а 


м, 一 jj-2 P+ Бн fE, + а) di. (786) 
由 《7.27) 式 不 难得 到 : 
{0 ~ er Sa a aa er 66 


+10) ута) + ж (1+ 
9 ПЕ 











2 2 





a чё; 
Ра 59" 
+ е sinti cos 4o I. (7.88) 





另外 ,将 能 好 积分 (7.26) 式 进一步 展开 到 月 ,可 得 轨道 半 长 径 
“的 二 阶 长 局 期 基 : | 
ov — 5) 50521 + i 
— mi) сои + = Ea (1 _ Ženi вез» 
+ Кен | (7.89) 
ЖИН (787), (733) Яп (7.89) 式 Я ВЕНОЗ АТАА 
(7.85) п (7.86) 式 求 出 轨道 很 数 M 的 二 阶 长 期 项 系数 和 一 阶 长 周 
期 项 分 别 为 





Ain 5 в 20/722 5, 
i= s|: + 2722 +Š). 
25 Е 15 
ы чата + 15“ Уу E 
3 угу _ 25 Е | 
+Зуг-е ва Jsa | (7.90) 
АМТ sini[/25 з: \ 572 
м, + Зы | 12 -т=ч)-“ 全 
一 чыч )] ein 2. (791) 
在 оф №. ЖЖ. 53) 一 (7.57) 式 。 . 
到 此 为 此 ,我 们 已 经 求 出 了 带 谐 系数 J, 项 所 引起 的 вл 
БК а ОЦ =, 一 
6, ARRAT оо, + 路 ,其 中 о} 表示 о 中 的 后 一 项 。 我 
们 可 以 将 卫星 轨道 根 数 的 一 阶 周期 项 统一 写 为 о 一 4 + o, 
шї оў, ЖЕН о, 是 一 纷 短 局 期 项 和 部 分 长 周期 项 ,cy 是 其 余 
的 长 局 期 项 。 它 们 可 以 在 一 起 计算 。 


$4 ЙИ ЕК /,(n>2) 项 所 引起 的 摄 动 


由 第 一 章 表 1-1 可 以 看 出 在 地 妹 引 力 场 位 函数 展开 式 中 带 谐 
2 








беды 5 pa 





系数 J.J ~ 10 ,可 以 认为 它们 是 二 阶 小 最 ; J, 以 后 约 在 107 
歼 量 级 ,它们 相互 闻 租 差不多 ; 因此 需要 考虑 js > 2) 各 项 对 卫 
民运 动 的 影响 ,另外 ,也 可 以 利用 卫 旦 轨道 根 数 的 变化 反 测 这 些 系 
数 从 而 研究 地 球 引 力 场 的 情况 进行 卫星 测 地 工作 . 本 节 推算 出 
J.G > 2) 项 对 卫星 各 个 轨 遵 根 数 所 引起 的 摄 动 ， 

为 了 方 使 起 见 , 我 们 可 以 把 带 谐 系数 分 为 二 大 类 :和 偶 阶 带 谐 
系数 Ji。 和 奇 阶 带 谐 系数 s+4。 这 时 由 (7.5) 式 可 以 把 地 球形 状 














ке е раи) Тейри) (7.92) 


其 中 а= sing 一 sinisin s, Pila) 和 Рын) # 295128 ñb 
#27 28 十 ! 阶 勒 让 德 多 项 式 ， 根据 勒 让 德 多 项 式 的 忙 质 ， 
它们 可 以 表示 为 : 
< ån — 2т — 1)11 ы- 
ОСЕР r 
вю) = 00и ои т prse 
(7.93) 
式 中 
(2т)11 = 2m(2m — 2)(2т 一 和 
x 4X2, 
(4а — 2m — 1)! = (4n — 2m — Пт —2т—3).--... 


若 令 п т =s, jH m = n — s, 4n — 2m = 2n + 2, Ж 
和 号 中 m: on FA s n— 0. 这 时 (7.93) 式 变 为 


=- Ўр неон 
В = С паг" 


= S= баж +0 м 
Ра (м) 2 1) т 
式 中 


. (7.94) 


?253 > 


(2 — 2з)\! = (2a — 25)(2# — 2s — 2) -+--> x4x2 
= 2 (n— s), 
(Ов + 2s — Пи = (28+ 2s — 1) (29 + 2s 


在 (7.94) 式 中 :一 sintisinttu, $t 一 sintissi” нн, 我 们 
可 以 将 sinvn 和 баина 积 化 和 差 。 事 实 上 


x 1 ул РӘ 1 а ны 
iinu = — =g = "01-е 
2 Се 2 А < > 


{isin#)” 一 žara ==“. 
但 是 ( Cy, (1 一 Pn (Decr, Ж 


ен = А00 исин, 若 令 一 mm = LIRAS 


< 


中 m: 0 一 2s RA k: 5 一 一。 于 是 жен 一 去 总 + 


ГЕР 


x Cite, НЕЗ KAR DREAD Rele) 一 
созди, ЗБ У 一 5) 5 0 


ат a s 


项 )。 XNE нами 一 C + Усе н >< 


< 
1-6 сов2 Аи, RIE C— 1070 = (— 12, СА = Git = 


(23) „Оо! Я 
от СУ Т 
auy — 29! С! Е (7.95) 
жб у + шч - уо +Ю te 








и+ї 


оаа ("сыт — m= 
== 


k, RASH m; 0-* 25415 А; — —G + 1), МЕ 





为 11у tsin” t'u 一 > (руле, 该 式 左 端 


[Prey 


ЭЛЙ В ВОО (ибну — ча QR Пи. P 
О (-лу буда (а + Da. RES 


а-о. 


> -5+5 - =DE., жр K=), k: 


Шел бокс e тт 
“te =G ЕТУ Ёз 0 一 5 另外 、 

Li Getij 

G+ + GO PU 





сек = Сыл = 


ж-е нса (20 0) = Fy суд sin (2 


кеа kes 


xk 十 D)。 这 样 上 式 求 和 号 可 以 分 为 二 项 经 合并 后 可 得 ; 


ma = С а (2 
dartu = CUZ DO t 06 
(7.96) 


将 (7.94) (7.95) 和 (7.96) 式 代 人 (7.92) 式 后 可 得 : 
ЖҮ ye a+ 5 i 
R => с 2"(2° 一 IAS 


+ Уон DD 
ет “+ 
(Оп + 23 — и 
оа ие Юаш + OL 





x оше} — Ps 
ы. 


ха Qk + м0" 
= 


Ortz +D 
Pn — 28) — kK + k + 1)! 





аш; (797) 


+955 


Жин `соз2Дш — cos 2kcocos 20 — sin 2køsin 24, sin (2k + 1)u = 
ү sin (2k + 1уосов (2k + 1) + cos (2k + 1)osin(2k + Df. Я 
ИЖ ЖКА ДЕ; 0 一 = 和 k: 上 一 5， 这 意味 着 
ЕМС k ЖИА, ИГЕН s: 《一 > 和 k: 1— n; 同样 
第 三 项 原来 求 和 号 是 n 0 一 了 ЯГА: 0 — BIKEA sk 
s ЯГА; 0-м. 
为 了 分 离 出 R 中 的 非 短 局 期 部 分 ， 我们 可 以 将 尺 对 M 求 平均 
值 。 由 (7.67) 《7.68)、《7.69) 和 《7.71) 式 有 : 


(© ит _ ау ў (2а — 1)! (= > 
( 








Oh ПВР) 





уа = (2) U sit + о, 


Га 














0. 7, (k = n) 
s ass F Gn = 2k- = S E +20! 
x. а o RRD 
OOTI 
í 0. (k— я) 
Ë о > Gs 24—25 ТСЕ КЕ! 
“” 利用 这 些 公式 将 (2. пом м ев: 
е фыр Dey ЕЕЕ за инал 
За АИ) К sn ут 


9256. 





(Ов + 2s—1)!! 
2 2n — 2) — DIG + УТ 


Бү е ов — 1). LLE TI 
хам 2] Gara ома ) ] 


-(1 — ег)" 


x 








- 5 sin Qk + По Ze uara 


20+ 2r=- pii 
=G = TWG IG k + Dt 


"S Qa)! 


-а поа. б 





K ii ЭУ mR + ЭКУ 
е үш 
(«Тр | | 《798) 


上 式 右 端 第 一 项 是 与 无 关 的 常数 项 。 它 只 能 使 卫星 的 轨道 根 数 
产生 长 期 变化 ,我 们 用 R 来 表示 ,其 中 与 卫星 根 数 无 关 的 系数 可 _ 
以 用 Е. 来 表示 .第 二 项 和 第 三 项 与 。 有 关 , 它 使 卫星 的 轨道 
根 数 产生 长 局 期 变化 ,我 们 用 R 来 表示 ,同样 它们 中 与 卫 昌 根 数 
无 关 的 系数 分 别 用 бдаг 和 Haasa 来 表示 、 这 样 (7.98) 式 可 
ив» 
R = R. +, (7.99) 
其 中 . 

= ЎЎ в юй (5) ан (7100) 


т=з $= 


-FE B aa esa a (Еш 


kmi smt sau 


‚оба 

X cos2ko + 5 2 之 Hangad D] — угат 
ге Мот 

х5) зе sin (24 + 1), (7101) 
\2/ алу : 


— 257 + 


Ap RA: 
CU, (29 + 2s Он — i)! 
ая в ри» (7102) 








ЫК = 


белая 
(=), (28 + 23 — 1)41(25—1)11(5—1)! 
2п—)!1(2в—24—25—1)1(з5—Д)!(зэ+4)151(5+ 2)! 
Н.да. 5 
(TIH nln + 25+ 1)!1(2я — Ия! 
T GNOak 26 — Пе -ЮС-НЕН DIA (В+ 2А 10)1 
(7.103) 
在 (7402) 式 中 ,利用 了 《24 一 2911 一 (2-20 — 2—2)... 
X 4X2—2(n— D; 在 (7.103) 式 中 ,利用 了 这 式 以 及 
C25 — 1)! = (2n — 1)(2в — 2)(2n 一 3) -+ X 3X 2X1 = 
27728 — 111 (в — 1)140(2n)1 = 2°(2n — 1). 
жасо. 102) 和 (7.103) 式 很 容易 制 成 系数 表 7-4, 






























































" 表 7-4 RES К м 
1 1 ! 2 | 2 2 
к 0 9 0 0 о. 
A 0 O 0 0 0 
š o 1 o 1 2 
1 3 3 15 105 
вм 1 S 223: в, |05, 
>. 7 q” 37 51 А 
G... = - 一 = a 
=Ë -5 105 _ 315 
Hy sass 3з + h | 2!” h к 
2 2 2 1 2 2 | 
° o 9 1 1 
1 1 o 0 
о 1 2 1 2. 
9 45 „315 “ә 2i 
-4t Eh r h š a 
s=; = = - А | = 
45 315 945 35 315 
一 全 了 F "pk h > | т 
一 一 -一 一 


š 





由 (7.100) 和 (7.101) 式 可 以 看 到 R 中 仅 含 J. ОХ 
有 侦 阶 带 庄 系 数 才 会 使 卫 旦 根 数 产生 长 期 变化 。 另外 R КЕ 


这 时 -Re 一 OR „ BR _ 和 
в, Rii РАЙ КЫ 50 ао BM 0。 由 (35.67) 式 得 知 
а ds ds 


da de di ~ 0, 这 意味 着 在 地 球 引力 场 中 各 阶 带 庶 系 数 对 
卫星 根 数 a.e 和 都 不 会 产生 长 期 变化 。 ` 


利用 (7.100) 式 有 : 
DR „_2»+1 
БӨЛҮ 


р СУР: 
28 X> Р.лар + (эп h 1] 


тта лж 


хаи уан + (7304) 


пе үз, 
95 = У) У) нЕ 一 ==) 


ТТ 


X псов 
ВОК (5:67) КИА ВИ E 
的 长 期 项 的 系数 是 : 


4 dd 


一 0 
dr d: d: 

49 _ соз: S an 
а PALE inuti 


do _ 29% ҳл ( 1 h 
S2 „4% Fi 2m 一 太一 二 十 5 十 二 
р 2 А 


4 7.105; 
а и 


* 259 > 


这 里 p — (1, 一 的 ,是 卫星 的 平均 运动 ,以 与 阶 数 ”区别 . 
根据 (7.14) 式 知道 高 阶 带 谐 系数 对 卫星 扫 道 根 数 所 产生 的 长 
周期 项 是 : 





ааа +в), (7106)' 
де 


上 式 右 端的 Р, 是 1, 所 引起 的 手动 ，m 和 F, Ж jun > DA 
引起 的 扰动， 与 上 节 局 样 情况 ,由 于 Р, 中 的 R 只 要 以 R КА, 
而 R, 仅 是 根 数 a е 和 1 的 函数 ， 但 对 于 ae RI iF, МЫ 


R AR 和 ОБ 的 形式 出 现 , 故 (7.106) 式 又 可 以 写 为 
- [гыш ща ве (7107) 
和 


ЕВИЯ 


(49 5% Oo M) (710%) 
我 们 可 以 先 从 (7.107) 式 算出 aer т Sa 109R 
可 以 算出 Aro 和 Mi。 
` “下面 先 计算 诸 {R 雪 .由 (7.191) 式 不 难得 到 :'. 
ӨК, 一 0 
эм 
n-i e eta 


— Јон DE > УХ Graa A] 


к 


әв _ 
до 
әк, 


ўе 


(4) HH asicos2ko — (2n + 2) 


У > > Ны а” > уи 


ГЕРИ) 


х (у Den sinti; sin (24 + 1)0 


НЕЕ 
Өй E E enat 


kzi seg 50 м 


#260, 、 


x | co 一 2 一 2 一 1) 十 20+] | 


x (1 — аулата (ES) inicas 2ko 
2 

Зз ааа ® * б Же. 

+ 2н асат [1(а-—в-Ю А 
6 а г 

+ LOR 2k + De (y .‚ (7.109) 
< = 人 

X sinti sin (2k + По 


1 я-а 


өк, 
DODE У) нба уи 
жел isk #=0 
s-i s e-f. 


() eineonicor2ho + > >; > 


t=0mt amo | 7 


х(25 + DH, as ta. 一 cr 
Те 


х(=) sinticosi Ct Dy 


аң, 9-1" Actes 7 РОТ КЫЛТ 
Эш = A A ya 


К | 
д da l; 


> (s=: sinsin ?ko 十 > 5 > k+} 


ато эя А0 





XH, „а а 一 oas CS 
ш 2 


X sintrh;cos (2k + Пе ' 
由 (7.109) 的 第 一 式 有 : 


(F) льва, -. оло 
将 (7.119) 式 代入 (7107) 式 后 可 得 : w: 
a0, . КА I kA 


由 《7.109) 的 第 一 和 第 五 式 有 : 


н а-а 


И зА 
i E ba ЖЗ (юс) 


kei tmk Аза 


„261. 


s-i а 9-2-1 2 ва 


дачі 2ko + >> > k+ DH, Же 


0 #51 4а 
sin?tiicos (2k + 1), (7.112) 
将 (7.112) 式 代 人 (7.107) 式 后 ,进行 积分 变量 变换 d: 一 йо/ Ж 


里 wm 一 ura 一 5sintj) ,我 们 可 得 : 


| EE e... (s у sin™i 


s eg- 


X +. 15 >; > Hn (2) днн 


Бо smt ао 


х sin (24 + м, (7.113) 


对 于 HT а = 0 故 仍 可 利用 (7.33) 式 ,结果 是 
4(1 — е) Я 


= < e үн 
人 


tar sme bmo 
О 


X sin”icos 240 + 一 1 iS > > Hai (©) PRAN Зач; 
Е 
х sin (2k + Do |, (7.114) 

ZOR Ою, 和 М, 时 ， 由 《7.108) 式 知道 除 要 计算 {F,} 外 ， 


аниа а ов < 十 ЭР}, 这 里 P hR RER, 


ЩОТ О.Р, = ОХ а, В, = д; M Fia Mion, Ня 0, 
Lai, 以 及 (7.24) 式 和 4 — Th, 可 得 对 于 轨道 要 








ai 一 一 
Жой: 
aF, ӘР, ӘР, IA sag 
{2 a+ P а ох б} 2 Чай, (7.115) 
对 于 轨道 根 数 %。 有: 


BF, „+ OB 9 ‚| 3 ууз — 15sinti)a 
{= аар a) 28 il sinti) 


* 262 ° 





(7116) 


对 于 轨道 根 数 M 有 : 
ёғ, OF 0 \ = 9 
= "oe аі a} ар! 
x (1 — Aytgil — 5зїп!#)й. (7.117) 
由 (7.109) 的 第 四 式 有 ; 


{во 1 ӘР, Яя x EMG jos 


而 
рш? ді 之 名 名 


sin”? cos 2ko 十 一 > = ў (оз + pa. (y 


Жул 
x antti sia Qk + e], - (фи) 

将 (7.113)、(7.115)、 和 (C7.118) 式 一 起 代入 《7.108) 式 后 ， 同样 
进行 积分 变量 变换 dr = о/о, ДЕНА: 


sz) а sakoi 


ыи — |15] > > 198)" 


д ғ) 
Q= A зачу 1 {д £= z 
一 和 一 


х( = _ 5+5) блу їп 2ko 一 15 5 Е д> т Неке 


sini фу з-+ hen 


AM =g: Bsn icos (24 + Do}, 
(2119) 


ный 
IF.) = овиру) + Ё— С SR - У E > бы» 





де гг 
TOTER -2L -| 
snti 

x(2 sinzicos2ko + 1. 5 У > Н.да ЕЕ +++ 

2 P key = heo è 
tnat t #1 (2 у“ 

sin 2 

х апае sin (2k + | (7.120) 


+263. 


.将 (7.113) ,C7.116) 和 《7.120) 式 一 起 代入 (7.108) 式 后 ,进行 
积分 变量 变换 dr = do/a, PIERE: 








paq 
EE ск 地区 я ха блы 
х É +Q — sini) 和 ва — 4h 4698 
Я ani 


25424 
15-5 — k ~ k+ s— 2) аан |=) sin” 


X sin 2ko — 155 > ES A 


Pozo rk аа 2+1 


[ое DG Sinti) +2 ра 
20 simi 





+9 И (206+: Зам] 


+24 
х( =} tcos (2k + Da}. (7121) 


由 (7.109) 的 第 二 和 第 三 式 有 : 


ÔR, P ÔR =a e> Ы 
= ое о д 
(ра) "бо ште де Р” клар 2x 


з Ре өгү" 


bao 2 


a s rak- 


sin” со +) я н.а (+ 6+ 1 2) 


Р а= O t= ао 
一 G + А+ De (жу бану sin (2k + De]. 


(7.122) 
将 (7.113)、(7.117) 和 (7.122) 式 一 起 代入 (7.108) 式 后 ,进行 积 
Ата dr 一 do/a, MIARE: 


be үчун FO 00,4. 


304 — Simi) pT Час sk аса 





* 264. 


24924-3 - > ы. 
х 45) "gin sin T Sak 
P кл > 2 2k—+1 


x (2% + 3 + ПН. жы ү", аа сов (24 + Del. 


(7.123) 
上 面 得 到 的 (7.405), (7.111), (7.113), (7.114), (7.119) 
《7.121) 和 《7.123》 式 就 是 高 阶 带 谐 系数 对 卫星 轨道 根 数 所 产生 的 
二 阶 长 期 项 和 一 阶 长 局 期 项 .利用 表 -ATARBA (n> 2) 
所 引起 摄 动 的 具体 表示 式 . ` 
在 (7.105) 式 中 , 取 я 一 2， 可 得 J mQ D Br g TERET 生 
的 二 阶 长 期 项 是 : 


da _ de _ di 
2. se — 98 „ү 5 2 
ds ds ds . \ 
аа (аға +“ Pa, + 4sinai Fa, 十 e’sin?i 
£ - ЖЖ ОТ 
xF.) = у» зеш + 3⁄2) (4 — іа) |-. 
ae! 2o17 (2 А пи 
se 207 Zains — 1 )Р + (1 
а: р 157% wo 二 | sin, лен + (ач 
ао pes + (Zet Вы 
: и. 
+ (+ у“ _ ©]. 
5. [9 Аи 
5 б Ew 7) ач ВЕ Faia} (7.124) 
БЕ (8+ 90) 一 (1 + Se jam 
16р' L7 7\ ЖАЛ ax 
+ гав + 2722)sin; ] 
= =+ рва Зав, о, + 3sin's 





еды tt - е) 
хв (1 т") {5 1. 


268, 


Хай Pran 一 (+ = 2a ja в.) =з 


105h ;001 — PZE з awi + ач) 
16р* 7 7 8 





在 z 表示 式 中 ,我 们 取 = 一 ЖА Н, 的 项 就 可 得 
J 项 对 卫 晶 轨道 根 数 产生 的 一 阶 长 局 期 项 ,它们 是 


a = 0 


ОЕ: ЗИ Н, Д H, 
п Зла sapa ni ово + sini ео») (= 





X sino = 
ар 


1-е Л 
г 





е. арй, =н 


2а 


> 4соѕі Ë —+ 5 sin”; 
o, = —— 1+5 зун 12 
Ë з}(%+—5м4аЧУР\ sing 19% +‹ 


| 
| 
зан) sini ао (5) cos o = Де. де. 
a 
‚Ол 
) 





X ctgi созо 


> а 
(а Зевар A Я 


— 1 + 5 sinti) sin i Ноа (сз 


= 


= 2 +17— зш) з na aÓ (=) 


Snr 

2, ( e | ) 
созо == 0 — — E sin i Jcoswo 

2hp блі А | 


лум 
Mi 20-0 (Надо sin?i Нола) 


ЗЛе(а — 5 sinti) p. 
X зїп icosto 


haD” 


在 o 表示 式 中 ,我 们 取 4 ~ LRE Crans 的 项 就 可 得 
J 项 对 卫星 航道 根 数 产生 的 一 阶 长 再 期 项 ,它们 是 : 
а, = 0 


+266 + 








ey ' 
à= обычаи 5) cos 2an 
SJ sin 24 пе 
= ———— (6 一 Tsin? 2. 2 
а ДР їл? уе?! соз 20 
S Jesimi S ы 
= —— G —.7 sin, 2 
em IKa — Sainpa. dei 
; 4cosi А 
а, = расла + (8 — 5 ч 
О sap "н + (8 — S da) 
б РОБ 
с. г) В 35 ле? cos í (5 
„ъ( OT TKa San 
一 2 snz + Зан) до 20 
4 
o = 


е 1 ¿sinti 
== s + 22+: Эя 


Е зо + оа | са + | 一 e+ 人 


+ Ee ) dni 一 ( + Зе у Јо) 


54 | í л 
x sin о = — J бей — (6 + 230) 
м нуе" 7—66 + 22088 


+(2 + 30 =) sinti 一 Bo + seansi) | 
X sin 2 зул 
буе 
Mi з (4 — Simi) P 
X sino 
SH — e simi < 
16.04 一 ен) р 


由 前 面 研究 知道 ， айкаш ийнана N 
МЕ. BA АШАН ЛПДА H ЯНЬ ХЕ 
0 о 有 长 期 变化 ， 这 样 我 们 有 : 


s = A+ Al. + А + AJ + Ah + 


Ja ‚ (7127) 
ir = By + Вы: + BJ, + Beds + Вы, + ene 


‚ (7:126) 


(быа + быв) 


6 — 74014) sin 20 


„вм + 


这 里 4 和 B, 是 Л 项 和 日 月 引力 气动 项 , 可 取 ИЦ, 
这 样 它们 都 是 已 知 的 量 。 4 、4-……- 和 BB 等 都 是 卫 
旺 轨 道 根 数 а, е 和 :的 已 知 函 数 ,对 于 不 同 畔 道 类 型 尤其 是 不 同 
轨道 倾角 是 很 不 一 样 的 ， 利 用 二 个 不 同 轨道 类 型 的 卫 是 ， 实 测 它 
们 的 9 和 2 的 变化 情况 ,就 能 有 四 个 方程 解 出 Jdode W J Ж 
用 更 多 的 不 同 轨道 类 型 特别 是 不 同 轨道 倾角 的 卫星 建立 起 来 的 条 
НИВА заво Неон Ж й Л.А 
тл 等 . 

ш (7.103) 式 知 道奇 阶 带 谐 系数 Jan 是 在 系数 Наль th. 
但 从 (7.113) 和 (7.114) 式 可 以 看 此 or 所 产生 的 ú 和 е, 是 以 
sin (2k + 1)o BD sinw、sin 3w0,.*……… 等 形式 出 现 ,而 从 (7:419) 
和 (7.121) 式 可 以 看 出 hen 所 产生 的 O, 和 m 是 以 сов (24+ 
1) B] созо, сов 30，，…*。* 等 形式 出 现 ， 因 此 我 们 可 以 实测 卫 
星 轨道 根 数 的 长 周期 变化 ,采用 调和 分 析 方法 ,分 离 出 仅 含 " 即 周 


期 为 的 项 构成 条 件 方程: 


i= CJ. Qh + СЛ CJ. sr (ino) 
а= В+ D+ Dih + Dh + lo oa 
0, — Esh + Es): + Eih + Е + -++ (cosa) 
m= ВЛ Fi Fh + Ph + š 


式 中 Сб ID. Di ;BE 550-55 和 PFs 
等 都 是 卫星 轨道 根 数 o eA 的 函数 ， 其 中 J 已 从 前 面 求 出 ， 
对 于 不 同 轨道 类 型 尤其 是 不 同 轨 道 贷 第、 它们 是 很 不 一 样 的 。 利 
用 多 里 不 同 轨道 类 型 特别 是 不 同 轨 道 倾角 的 卫星 建立 起 来 的 条 件 
方程 采用 最 小 二 苹 法 可 以 求 出 地 球 引力 场 的 奇 阶 带 谐 系数 J.Q 
J 和 b 等 ， 因 此 我 们 可 以 利用 卫星 的 轨道 变化 测定 地 球 引力 场 
的 情况 ,这 就 属于 王 旦 漠 地 工作 .国内 ,外 已 有 不 少 人 在 进行 这 项 
工作 ,效果 还 是 比较 好 的 。 
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$5 ”地球 大 气 和 大 气 阻力 


由 于 地 球 的 引力 。 使 它 周围 履 盖 着 一 层 浓密 的 大 气 , PER 
空气 球 ， 无 线 电 探 空 仪 和 探 空 火箭 可 以 测量 地 球 大 气 在 不 同 高 度 
处 的 密度 , 温 记 压力 及 其 它 物理 状况 和 化 学 组 成 。 人 造 卫星 发 身 
后 ,人们 对 地 球 大 气 特别 是 高 层 大 气 情况 了 解 就 更 多 了 . 

地 球 大 气 的 人 性质 是 随 着 高 度 而 改变 的 。 根据 温度 的 变化 情况 
可 以 把 大 气 分 为 五 个 层次 。 离 开 地 面 平均 高 度 12 公里 以 下 的 大 
气 称 为 对 流 层 ， 在 对 流 层 中 ,大 气温 度 是 随 高 度 增 加 而 下 降 的 ,从 
12 公里 到 30 公里 左右 称 为 平流 县 ， 这 层 大 气温 度 基本 上 是 值 定 
不 变 的 ， 从 30 公里 到 80 公里 左右 称 为 中 间 层 ， 这 层 大 气温 度 是 
随 高 广 谱 加 先 上 升 然 后 再 下 降 ， 有 些 地 方 把 平流 层 和 中 间 层 统称 
为 平流 层 ,再 把 这 层 划 分 为 下 层 、 中 慨 和 上 层 ,: 从 80 公里 到 1000 
公里 左右 称 为 热 成 层 .在 热 成 层 中 ,大 气 直 接受 到 太阳 辐射 , 它 的 
温度 随 高 度 增加 而 上 升 。 1000 公里 以 上 的 大 气 称 为 外 大 气 层 ,这 
层 温 度 随 高 度 增 加 上 升 得 更 快 . 

人 造 卫星 在 大 气 层 中 运动 、 受 到 大 气 的 阻力 ， эшн, 
速度 ， 最 后 无 法 抵御 地 球 的 引力 而 照 落 。 影 响 卫 星 运动 的 主要 因 
案 是 大 气 密度 ,我 们 知道 ,地 球 大 气 的 密度 随 着 高 度 的 增加 壮 减 很 
快 。 在 100 公里 的 尚 处 ,大 气 密度 偿 不 到 海平 面 处 的 百 万 分 之 一 。 
НЕВЕ ЕО. лера нш, л Аа E 
的 高 空 ,还 存在 有 大 气 ， 可 能 地 球 的 大 气 一 直 延 伸 到 行星 际 空间 ， 
绝 大 多 数 卫 星 运 动 在 热 成 层 中 ,这 里 大 气 成 分 主要 是 氮气 、 氧 气 和 
氧 原子 。 因 此 ,可 以 利用 oA) 一 mn) -+ mm) + ти (ВЕ 
求 相应 于 地 面 高 度 КАВ о. Ahmm Rim ERA, M 
气 和 所 原子 的 分 子 量 和 原子 量 ,wvm 和 m 是 它们 的 浓度 。 当然 
也 可 以 利用 其 它 方 法 直接 测定 大 气 密度 . 

根据 实际 测 昌 结 果 ,地球 大 气 的 密度 不 仅 随 高 宴 而 变 , 即 使 是 
局 一 高 度 由 于 下 列 原因 , 差 寞 也 是 很 大 的 
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《1) йиз. Еее, аа 
度 增加 ， 约 在 地 方 平 太 限时 下 午 NARA, KEER FERE 
减少 , 约 在 清 展 3 时 为 最 小 , 它 的 变化 周期 是 1 天 , 称 为 属 日 变化 、 

G) 太阳 的 请 转 。 棚 对 太阳 表面 不 周 的 地 方 ， 地 球 大 气 密度 
也 不 一 样 、 因 此 太阳 的 自转 会 引起 大 气 密度 的 变化 、 太 阳 表 面 的 
自转 与 其 纬度 有 关 , 平 均 约 27 KARE: 因此 它 的 变化 周期 及 
27 天 左右 , 称 为 太阳 周 变化 。 

(3) АНЯ. АННЕ, ИХ: 
变化 , 称 为 太阳 活动 变化 . | 

(4) 地 磁 的 活动 。 地 球 磁场 的 活动 可 以 改变 大 气 的 密度 ， 称 
为 地 磁 活 动 变 化 。 

(5) 行星 际 等 离子 区 的 作用 .行星 际 等 离子 区 与 地 球 大 气 层 
中 的 电离 层 相互 作用 ， 使 得 大 气 密度 发 生变 化 .在 四 月 初 和 十 月 
底 密 度 最 大 ,一 月 中 和 七 月 底 密度 最 小 。 它 的 变化 周期 是 半年 : 称 
为 半年 变化 。 

(6) 季节 一 纬度 变化 .不 网 季 节 和 纬度 受到 太阳 的 照射 不 
. 同 ,另外 大 气 中 成 分 也 不 一 样 , 这 样 引 起 密度 变化 ， 称 为 季节 一 一 
纬度 变化 。 

由 于 上 述 原因 ,使 得 大 气 密度 的 变化 很 复杂 、 为 此 专门 成 立 
的 空间 研究 委员 会 (COSPAR)? 曾 经 给 出 了 国际 参考 大 气 模型 , 例 
如 CIRA?1965 和 CIRA 1972。 美 国史 密 生 天 你 物理 人 台 (SAD) 的 
加 西亚 (Jacchia, L. G.》 根 据 实测 并 利用 经 验 公式 也 作出 了 大 气 
模型 。 采 用 这 些 模型 可 以 求 出 相应 茶 时 刻 、 菜 位 置 (经 度 、 纬 度 和 
地 面 高 度 ) 的 大 气 密度 ,它们 与 真实 数值 是 非常 接近 的 . 
前面 已 经 指出 ， 地球 大 气 的 密度 随 着 高 度 的 增加 衰减 是 越 来 
越 刘 的 ， 衰 碱 的 程度 ,可 以 用 一 个 称 为 密度 未 高 蕊 的 量 来 量度 .我 
们 定义 单位 高 度 变化 所 引起 大 气 密度 相对 变化 的 倒数 为 密度 标 
高 。 由 于 密度 是 减 小 的 ,所 以 加 一 个 负 号 ,使 得 标高 成 为 正 值 。 即 
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H = 一 全 (7.129) 
Р 


式 中 4 是 地 面 高 度 , > 是 相应 于 高 度 4 的 大 气 密度 - 
由 于 上 述 各 种 原因 ， 密 谋 标 高 差异 也 较 大 ， 表 7-5 列 出 一 种 
地 球 大 气 平 鬼 物理 条 件 随地 面 高 变 的 变化 情况 . 
1-5 地 球 大 气 平均 物理 天 体 随 高 度 的 变化 

















т) то) Торос Ж) 月 (公里 ) 

o 288 —2.91 8.4 
20 2р 一 4.05 6.4 
so 273 一 5.98 вл 
80 183 一 7.72 5.5 
100 по 一 9.30 6.4 
150 780 1.67 24 
200 1200 —12.5 35 
250 t400 -13.1 + 
300 1500 -13.6 54 
400 1500 14.5 И 
500 1600 -15.2 80 
700 1600 一 16.5 110 
1000 1600 一 0.8 у 150 

2000 1800 | 一 18.7 5n0 以 上 








由 表 7-5 可 以 看 出 在 平均 物理 条 件 下 , 大 气 密度 与 地 面 高 度 
之 间 的 关系 是 星 单调 下 隆 的 。 当 研究 人 造 卫星 在 大 气 层 中 轨道 演 
变 情 况 时 ， 为 了 方便 起 见 我 们 可 以 采用 一 些 简单 的 函数 模型 来 天 
示 它 们 之 闻 的 数值 对 应 关系 ,常用 的 函数 模型 有 指数 、 代 数 和 对 
数 三 种 。 

1. 指数 函数 模型 

对 于 地 面 高 度 小 于 80 公里 的 大 气 层 主要 是 对 流 层 ` 平 流 层 和 
ФЕ. 这 层 温度 有 升 有 降 , 变 化 不 大 ;我 们 可 以 认为 这 里 的 温度 


工 基本 上 是 常数 ， 由 理想 气体 的 状态 方程 如 一 C， 可 得 这 时 的 
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大 气 密度 为 6 二 УР. эйр p、V 和 M 分 别 是 大 气 的 压强 、 


体积 和 质量 , C 是 常数 出 于 了 是 常数 故 有 dp 一 ар, 另外 ， 
根据 流体 痊 力 学 平衡 方程 可 得 在 一 定 高 度 范围 内 大 气 太 强 随 高 度 


的 变化 是 dp = eedi Arh s 是 地 面 重力 加 速度 . 因此 有 : 
dp „Ме 
= = ZT (7.130) 
利用 (7.129) 式 , 可 以 看 到 这 时 的 密度 标高 Hi- 人 ,是 一 个 党 
数 ， 对 (7.130) 式 积分 结果 可 得 : 
ый н) (7.131) 
a . 


式 中 р, 是 相应 于 高 度 为 bo 的 大 气 密度 《7.131) 式 称 为 大 气 的 
指数 通 数 模型 ， 由 于 这 种 模型 比较 简单 而 可 积 ， 因 此 它 被 广泛 地 
下 于 研究 人 造 卫 星 轨 道理 论 中 。 

2. 代数 函数 模型 

对 于 地 面 高 度 在 80 公里 到 1000 公里 的 大 气 层 主要 是 热 成 
层 。 在 热 成 层 中 ,温度 随 高 度 增 加 而 升 高 。 由 表 7-5 可 以 看 出 , 它 
们 近似 地 成 线性 头 系 , 这 时 大 气 的 温度 能 够 写 为 了 = Те, 其 中 


тад. d от МР тув Тар + ват = Map 或 者 是 T*X 





hdo = (%8 + уа желт МЕ, НЕ, 
可 得 : 
їр. — t Ah, (7.132) 
е h 


利用 (7.1297? 式 ， 可 以 看 到 这 时 的 密度 标 意 如 一 二, 它 随 高 度 


增加 星 线 注 地 增 大。 将 (7.132) 式 积分 可 得 : 
e= a> (7.133) 


Aih Е, ETARE ТИБЕШЕН ИЕЛЕ 
法 解 出 ， 出 表 7-5 НУ ЖОЕ ЕПН! я == 6.3205. ЗА} 
FRA ЖАИЫ ЖОН ЭСИН Яу 7-6. 《7.133) 式 称 为 
大 气 的 代数 函数 模型 。 


表 7-6 代数 函数 措 型 中 标高 与 实测 值 比较 











由 表 7-6 可 以 看 出 在 高 度 为 150 一 1000 公里 之 间 《这 里 是 绝 
大 多 数 人 造 卫星 运动 的 范围 ) 大 气 密度 采用 代数 函数 模型 是 比较 
符合 真实 情况 的 . 

3. 对 数 函 数 模型 

对 于 地 面 高 度 在 1000 АИ БОКА ЕЕ ЕРИХА, 
这 里 的 温度 站 高 庆 增 加 很 快 ， 标 高 也 迅速 增 大 。 这 说 明 密 度 随 高 
度 变 化 更 为 缓慢 ,这 时 可 以 采用 变化 形式 更 慢 的 对 数 冰 数 模型 , 它 
的 形式 是 : 

° = =|"(2)| (7.134) 


式 中 8 < 0 是 一 个 常数 , 它 也 可 以 根据 各 个 高 度 相应 的 标高 数值 
用 最 小 二 乘法 解 田 。 在 人 造 卫星 轨道 理论 中 ,由 于 高 庶 在 1000 А 
里 以 上 的 大 气 已 经 十 分 稀薄 , 它 对 卫 里 运动 几乎 没有 什么 影响 * 因 
此 很 少 采用 . I i 
人 造 卫 星 在 大 气 层 中 运动 , 设 相对 于 周 图 大 气 的 速度 为 VV; 
如 果 与 也 星 运动 方向 相 垂 直 的 它 的 异 截 机 积 是 $。 这 时 在 单位 时 
间 内 卫星 所 过 到 的 大 气 的 质量 应 当 是 озу 或 者 说 受到 大 气 物质 
的 碰 擅 动量 是 обу", 这 就 是 卫星 在 大 气息 中 运动 时 所 受到 的 摩 
掠 阻力 . 除 此 以 外 ,还 受到 由于 大 气 记 中 旋涡 所 造成 的 压强 阻力 和 
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冲击 波 所 产生 的 波 阻 力 。 根据 空气 动力 学 、 我 们 可 以 把 .卫星 所 受 
到 的 大 气 阻力 写 为 


Fq = —acoseys š (7.135) 


式 中 仙 号 表示 大 气 阻力 与 卫星 生动 方向 相反 ,2s (1— Ecos Y, 
8 和 п, 分 别 是 地 球 自转 和 卫星 在 轨道 近地点 运动 角速度 。 这 是 
由 于 大 气 随 地 球 自转 而 要 作 的 改正 , 称 为 大 气旋 转 因子 .由 于 < 
пе Ам 1, 

在 (7.135) 式 中 , Co Ж НАКЕ НА 
和 运动 方式 有 关 ， 秘 为 大 气 阻力 系数 ， 库 克 (Соок) 曾经 估计 了 
一 些 轨道 高 训 在 180—500 公里 ， 信 心率 在 0 一 0.2 的 一 些 卫星 的 
ЛЖИ. На C, 在 24 和 2.2 之 间 ; 对 于 运动 方向 
БАННЕР Co 在 2. 和 2.25 28; 对 于 运动 
方向 与 轴线 相 季 直 的 平板 形 卫星 Co 约 是 22; 对 于 顶 角 为 15 一 
2090 DEL Co 约 是 2.10。 通常 我 们 可 以 取 Co 在 2.1 和 
22208. 另外 ， 可 以 证 明 对 于 凸 形 物体 ， 如 果 其 上 面 元 法 向 白 
于 物体 运动 均匀 指向 空间 各 个 方向 的 话 , 虽 其 平均 术 夫 面积 5 = 


+4 + 这 里 的 4 是 物体 表面 积 。 对 于 球形 卫星 ， 这 时 的 模 蕉 面积 
s 显然 是 地 4 ,其 中 为 卫星 的 直径 。 
在 许多 情况 下 ,卫星 的 形状 是 不 规则 的 ， 有 时 甚至 它 的 大 小 ， 
形状 和 质量 都 不 太 清楚 ， 这 时 我 们 可 以 引入 一 个 常数 4 — 2622, 
,于 是 (7.135) 式 变 为 
Fa = тор, (7.136) 


其 中 系数 《可 以 通过 实测 卫星 轨道 的 变化 来 确定 ， 因 此 在 以 后 的 
研究 中 就 把 д БАШ. 
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56 ”人造 卫 星 在 地 球 大 气 层 中 
的 运动 及 其 寿命 估计 


介质 阻力 对 天 体 运动 的 影响 首先 是 在 研究 恩 克 在 星 轨 道 变 化 
中 发 现 的 。 人 们 在 观测 这 颗 芷 星 运 动 时 ， 发 现 它 围绕 太阳 的 运动 
恩 期 有 缓慢 减少 的 现象 ， 后 来 恩 克 假定 空间 中 存在 着 介质 ,介质 
阻力 的 形式 是 У", 用 它 讨 论 了 轧 克 克星 的 运动 ,将 结果 与 观测 
进行 比较 还 是 相当 符合 的 .但 是 ,地 蒜 大 气 密度 比 空间 介质 密度 要 
大 得 多 ,而 且 密度 随 高 度 衰减 又 很 快 ， 人 造 卫 星 在 大 气 层 中 运动 ， 
受到 大 气 阻力 的 作用 十 分 显著 ， 需 要 采用 一 些 新 的 方法 来 讨论 卫 
星 的 运动 ， 下 面 就 介绍 这 些 方法 以 及 这 时 卫星 轨道 演变 情况 和 如 
何 估计 它 的 寿命 . 
由 于 大 气 阻力 的 方向 基本 上 与 卫星 运动 的 方向 相反 ， 办 此 我 
们 可 以 将 它 分 解 到 轨道 面 上 的 切线 方向 ， 法 线 方向 和 轨道 面 的 法 
向 。 利用 (7.136) 式 可 得 大 气 阻力 对 卫星 产生 的 加 速度 在 这 三 个 
方向 上 的 分 量 是 : 
u= 一 上 ko N 一 了 一 0. (7.137) 


将 (7.137) 式 代 人 以 UN 和 卫 胡 示 的 摄 动 运动 方程 (5.51) 式 


后 可 得 : 
dd _4 0 
dr ds 
do _ АРУ sin f 








e 
dM „+ РИСІ ecos E)sinf 
g: Vie . 0138) 
da = фору 

ЕЕ ҝар 


92° — keV (cost е) 
dr 


927+. 


由 (7.438) 的 第 一 式 立即 可 得 大 气 阻力 对 卫星 的 轨道 根 数 O 
和 没有 影响 ,这 是 由 于 阻力 发 生 在 卫星 运动 的 软 道 而 内 ,因此 它 
并 不 改变 卫星 康 道 而 在 空间 中 的 位 置 。 


利用 二 体 问题 公式 "下 Ë v= а + 2e соз} 


1+ есоз{? 





+ e), cos E = е + 二 cosf ,知道 它们 都 是 了 的 余弦 函数 另外， 


P 是 r 的 函数 , 白 然 也 是 了 的 余弦 函数 ， 将 它们 一 起 代入 (7.138) 
的 第 二 和 第 三 式 时 ,可 得 方程 的 右 端 是 1 的 正弦 函数 ， 由 于 d= 
Jpranann: 变换 为 了 时 ,方程 右 端 仍然 是 了 Y JE 5k E 
数 ， 利用 富里 叶 级 数 正 交 性， 如 果 将 方程 对 M 0 到 ?z 积分 结 
RUHR. KRAKADI PENYSARN o MM TU 
周期 变化 , 通 党 我 们 认为 大 气 阻力 所 引起 的 摄 动 至 少 是 二 阶 小 量 ， 
内 此 在 卫星 轨道 的 一 阶 理论 中 可 以 不 予 考 起。 

对 于 半 星 的 轨道 根 数 。 和 。 的 变化 , 需要 积分 (7.138) 的 第 四 
和 第 五 式 。 为 了 积分 方便 起 见 ， 大 气 密度 e 可 以 采用 指数 函数 模 


型 ， 著 令 8 一 二, 由 于 аа е ОЗАТ 


р — exp [В (т — r)], 7.139) 

我 们 知道 大 气 阳 力主 要 发 生 在 大 气 密度 较 密 处 , 故 可 取 这 里 的 ro 

为 世 始 时 刻 卫 显 的 近 地 距 离 , 这 样式 中 po 就 是 相应 于 rm 处 的 大 
气 密度 ,它们 可 以 利用 卫星 的 初始 轨道 根 数 aa 和 co 求 出 ， 

为 了 积分 (7.138) 的 第 四 和 第 五 式 , RDT ARH EA mE N 

开 示 成 偏 近 点 角 王 的 函数 形式 ， 同 时 将 积分 变量 : 变换 为 E。 A 

用 二 体 问题 公式 r 一 o(1 — ¿cos E). rV? = 1+ ecos Е, cosf + 


e= (а — сов E fü di = т, 5dE, 可 将 (7.138) 的 第 四 和 第 
五 式 变 为 
Ара — ecosE) "(1+ ecos Е) (7.140) 


1276, 


和 
а 一 一 kap(1 — ecos E) "1 + ecos E) (1 一 et)cos Ё, 
(7.141) 
其 中 2 由 (7.139) 式 有 
о == pexp[ P(ro— а) + Bae cos Е}. (7.142) 
由 于 卫星 轨道 偏心 率 。 是 一 个 小 量 ,(7.140) 和 (7.141) 右 端 可 


ХЛ» 
(1 = ecos E) ACI + ecos В = 1 + 2ecos E + еа 





+ cos2E) + Leeos3E + 3cos E) + DCeD。 


(1 — ecos E) Nl + ecos E)1⁄2(1 — et)cos Е 


= cos + a + cos2E) + leeos3E — 5cos E) 


tie eos4E — 400828 — 5) + 0(e'). 


将 它们 和 (7.142) 式 一 起 代 人 (7.1407 和 《7.141) X, 对 E 从 0 

到 ?x 积分 ,可 得 人 造 卫 星 在 大 气 阻力 作用 下 轨道 根 数 “ 和 “经 过 

一 图 或 者 说 一 个 运动 周期 后 的 增 量 Ac 和 Ace， 由 于 卫星 的 轨道 

根 数 在 一 图 内 变化 甚 茹 ， 积 分 时 方程 右 端 的 轨道 根 数 都 可 以 视 为 
ЖЕ. 另外 ,积分 中 还 出 现 了 一 个 特殊 函数 : 

1.(вае) = |" exp(( ae cos E)cossEdE (7.143) 


这 里 的 1,(pee) 就 是 以 fae ЗИРЕ НКИК, A H 
Вас 数值 后 可 以 查 表 得 出 。 
7443) 式 是 它 的 定 积 分 形式 , 它 的 等 级 数 形式 是 ; 


Байер ) a АМ) 


Щ z> BF, LC) ж «кайридин, 
Wapa ДЕЕ ВОК; 


1.0) = 


+277 • 











LO- єз DDr Шан ме, 
(=> 1) (7.145) 
利用 (7.145) 式 ,不 难得 到 : 
6а) 一 -3 + £ + = аа ) 
Бе = Е Е = Е Ж een) 
L(x) вы 59) 
мю N + УЗ...) |. 09 
о р а Тея 
+ = 
79- i -++5 i 


利用 《7.143) 式 ,可 得 (7.140) 和 (7,141) 式 的 积分 结果 是 : 


Ав 一 —2rkaipoexp[ Blre — а)1 + Zel, + тео» +h) 
HEEG + 1) +041 


和 
Ae = —2akamexp [Bro 一 910 е + h) + Le 

х(—5 + L) + есь - 4h + 1) + 0(е4,.)1. 

设 卫星 的 运动 周期 为 T, WAT- г. РН 


?378， 


Ж (kk И НИШ ЕЕ Т РЗИН ФЕТ Вр ба м м, яе 


ем 


б. 这 样 利用 这 些 式 子 可 得 卫星 在 大 气 阻 力作 用 下 , 根 数 « пе 


的 变化 率 分 别 是 : 


da a 一 tomexpfp(m — «Уе 2е1, + За, 
ds 4 


HD+ LEGI + 1) + OD) (9.147) 


和 
de 


三 1 _ 1 
de. — kaioen Br, |n + Letot 1) 1 


х e(l, 一 1 一 „+ 4,— L) + oid], 


з (7.148) 

卫星 的 近 地 距 离 rr 一 а(1— е), THEN. че (J + c). 
由 《7.147) 和 (7.148) 式 可 得 卫星 在 大 气 阻力 作用 下 , 近 地 距 离 和 远 
地 距离 的 变化 率 分 别 是 : 


W m karperp lAr — DIC — 1) — «(2% — 21, 


ds 
1 I А 
+1 站 + осе г. (7.149) 
和 
а 一 一 4onmexp[p(r 一 ok +1)+ (21, +21, 
$ 2; к 
+1 1) + Ole 1]. | (9.150) 
另外 ,还 有 
dre ~ ol —1 | ole). (9.151) 


dr, Ы, +1 


《7.147) 一 57.150) 式 可 以 采用 数值 方法 求 积 ,积分 结果 得 到 下 
RRR ne 以 及 近 地 距 离 re。 ATHAR г, 的 长 期 变化 。 其 中 


"279. 








1. 可 以 根据 doe Ой алын RE H — зр ШОК 


ЖЕЕ) БЕДЕНИ SH] He H. + Ну, + Hrs 根据 re КИЖИ 
算出 、 

由 《7.147) 一 (7.151) 式 直接 可 以 看 出 在 大 气 阻 力作 用 下 卫 晨 
轨道 演变 的 天 致 情况 、 

(1) 由 于 pae > 0, 由 (7.144) 式 有 1.(вве)> 0。 但 是 k= 


ACS > o, е 又 是 小 量 , 故 从 (71477 和 (7.1487 式 得 出 ба со 和 
= 


< <0. ВОЯ А АВИА B EBI ась RW 


数 , 重 立 称 为 卫星 的 " 面 质 比 "， жарна, N А На 


K PERA a 和 *。 ИЖЕ, 

О) Лара ШАТ À ~ 7000 公里 ,e ~ 0.1, 近 地 
高 度 hr ~ 400 公里 ,相应 的 密度 标高 H —70 公里 ,这 时 有 Bae 
10。 对 于 其 它 类 型 的 轨道 ,一 般 也 存在 有 бае > 1。 利 区 (7.144) 


ЧИ | Г КӨ АМ h 
和 (7146) + M hN, L(g 


i-> 0, ЖА (7149), (7150) 和 (7.151》 式 后 可 得 


2Вае 


dre <0 dr des l ү ы: 
а ОТ Че 5“! 这 意味 着 卫星 的 近 


地 看 离 和 远 地 距 离 都 在 不 断 地 减 小 ， 但 是 前 者 三 小 的 速度 比 后 者 
减 小 的 速 庶 要 缓慢 许多 、 因 此 可 以 认为 五 星 的 这 地 距离 几乎 保持 
不 变 。 另 外 ， 当 工 星 的 远 地 工 离 减 小 到 与 近 地 距 离 差不多 大 小 即 
轨道 搂 近 于 加 轨道 时 ,卫星 也 陨 潍 在 浓密 的 大 气 层 中 了 . 

人 造 卫 星 从 进入 轨道 到 在 大 气 层 中 山 落 的 时 间 间 隔 称 为 人 造 
弄 手 的 寿命 。 人 造 卫 星 从 某 一 时 刻 起 算 到 它 陨落 为 目的 时 间 间 隔 
称 为 卫星 尚 能 存在 的 时 间 。 估 计 人 造 卫星 的 海 命 或 者 存 在 时 间 是 
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人 造 卫星 轨道 型 沦 中 的 一 个 重要 内 容 ， 下 面 就 介绍 在 大 气 阻力 作 
用 下 卫星 寿命 或 者 存在 时 间 的 近似 估计 方 尖 . ` 
仍然 取 用 一 种 比较 奥 型 的 卫星 轨道 , 它们 有 а ~ 7000 公里 ， 
e~ 0.1, 这 对 H — 70 Д, бае ~ L ~ 10. #F107146)3%, 
жї А hoha L TE r+ (еу = G+ Ot + 
I, 1, foe i 2 + 


e e (1. 
боо E= Datt (=). жел 


《7.148) 式 后 可 得 : 
~ 一 termexzp[p(m 一 |а +e) +O (gn. у, 


(7.152) 
同样 有 (Фь—, +21, )- Utt (h = 


у= о °). 将 它 代 人 (7.149) 式 后 可 得 ; 


$e — 一 aomemp[etn 一 [一 20 二 0 (бел. у. 





(7.153) 
由 (7.152) 和 (7.153) 式 可 得 : 
Mp e esa. 
de EN ), со: 
利用 (7.146) 式 人 7.154) 式 又 可 化 为 
dre _ 1 БИ, dr " 
а аа» аи" 积分 后 可 得 : 
pt + у ү a ke ago 
А ту; nyit) (7.155) 


式 中 л 和 co ЗЕЛЕНА НИ HERE SS ÑU Ta Ж. 由 
于 ,rp 一 oll е) rz 一 a 一 一 ae、 利 用 (7.155) 式 有 ехр[#хХ 
+281, 








(za — 0)] = exp [8 (ra — т») ] exp [В (rs — a) ] - 4 ех 
1+4 


асро), 将 它 代 人 (7.152) 式 后 可 得 : 


. de 一 ĉo 5 
(у 本 


在 (7.156) 式 中 , 取 (Вас) 一 RE, ж, удин 
V Tapae 





«тү бв 代替 ， 因 为 re 一 п 是 一 个 小 量 , 把 它们 一 起 代入 
745 人) 式 中 去 引起 的 相对 误差 是 上 — e < зоя, а 


赂 ,这样 (7.156) 式 就 化 为 仅 含 轨道 根 数 e 的 微分 方程 ; 
а+г!у#(а—еуч £ = – Ае 


Vao В 


xG + уа — а. ч, 
如 果 以 (1+ о) — еу —1— Тежо), + их 





а-у 1+ Jet ое) 代入 ,这 时 就 有 


Е 





1+ Zeo Jede, (7.157) 


0/228 

当 人 造 卫星 轨道 信心 率 ¿—0 h, CREATO X < E 
而 陨落 了 .因此 (7.157) 式 左边 积分 限 “ 从 so 到 0， 右 边 积分 限 
+ 从 0 到 z, 这 里 的 п 就 是 卫星 的 寿命 、 积 分 结果 为 








EY 1 л 
2 = "< е x 228 1+ La) fs 
或 者 是 у 
2 
а ыы 1- те). (7.158) 


+2$%2+ 


我 们 可 以 根据 每 颗 卫 星 的 形状 ,大 小 和 质量 确定 《 值 , 再 从 公 
布 的 卫星 初始 根 数 ma 和 eo 确定 ro 一 ad1 一 69) 以 及 相应 的 


mm 和 8 一 起 利 用 (7158) 式 确定 它们 的 寿命 


| ”在 许多 情况 下 ,卫星 的 & 值 很 难 确定 或 者 根本 不 知道 .这 时 我 
们 只 有 通过 观测 确定 它 的 运动 周期 及 其 变 率 来 估计 卫星 的 寿命 . 
由 于 lot 2е1, = (1 + 2e)l + 2e(1, Ц) = (1+2e)1 + 


o (号 ).， 故 由 (7347) 式 有 


da 一 一 tommerp[p(ro 一 0)] [а + 2е) + ofise, ). 


ds 
(7.159) 
— p(Bae) 1dT 3da š 
同样 取 e Узе 并 利用 元 由 《7.159) 式 
可 得 ; 
1 dT) з 
(т dz )= ря +2), — (7.160) 


式 中 了 和 9 是 卫星 的 运动 局 期 及 其 变 率 。 将 (71460) 式 代 人 


《7.158) 式 后 可 得 卫星 在 大 气 阻力 作用 下 的 寿命 : 


„= -фе( + т )/ + түш. (7.161) 


(7161) АИ, ~ = 102, 这样 我 们 就 可 以 利用 
卫星 初始 或 考 某 时 刻 的 根 数 aseo 以 及 周期 变 率 To, 由 (7.161) 式 
来 估计 卫星 的 寿命 或 者 尚 能 存在 的 时 间 。 

如 果 (7.157) 式 积分 时 ,左边 积分 限 。 从 ео 到 ,右边 积分 限 
* 从 0 到 +, 则 有 
Tog Е Е 1 29, Ф А 265 " 
ы ( ы 140 3 © ) 元 =! + bo )et и; 


(7.162) 
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将 (7.158) 式 代入 (7.162) 式 右 端 ,可 得 
“б -teja a(i- tai- мы 


е e п - =. (7.165) 
и, 


车 取 a — e) = aok1 一 ee), 则 由 (7.163) 式 可 得 : 


amafi- a fi -/-:). (7.164) 


利用 (7.164) 式 不 难得 出 ; 


т-т,-4е(1-п- 5). (7.165) 
ЖПЖАШО.161 ЧАНОБ Н (7163). 
《7.164) 和 (7.165) 式 预 推 以 后 某 时 刻 * 时 的 卫星 根 数 aoe 和 Т, 
如 果 sn 比较 大 而 预 推 的 时 间 不 太 长 ， 例 如 我 国 第 一 颗 和 人造 卫 
星 的 寿命 约 在 100 年 左右 而 预 准 1 年 内 卫星 根 数 时 ，(7.163). 
《74164) 和 (7.165) 式 又 可 以 简化 为 


wa ж ? (7.166) 
з) 
T =T] 2 
d1 4t 


$7 光 压 作用 对 人 造 卫星 运动 的 影响 


光线 照射 在 物体 表面 ,对 它 产 生 一 种 压力 ,这 种 现象 称 为 光 压 
作用 。 1899 年 俄国 物理 学 家 列 别 捷 夫 (JJebenes，HU.H.) 首 先 在 
实验 中 发 现 了 光 压 作用 并 测量 了 它 . 后 来 人 们 还 利用 光 压 作 用 成 
功 地 解释 了 艳星 运 动 中 的 异常 现象 和 一 部 分 大 星 趋 尾 的 形成 。 
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光 还 作用 可 以 从 量子 理论 来 解释 ， 当 光 粒 子 流 照 射 到 物体 表 
面 上 被 反射 而 改变 运动 方向 时 ， 它 们 的 动量 发 生变 化 使 得 对 物体 
表面 产生 了 压力 。 我 们 知道 每 个 光 (和 粒 ) 子 的 能 县 是 如， 动量 是 


№. Дани, ЕЮ, 是 光速 。 设 5 表示 
与 太阳 光线 垂直 的 一 平方 非 米 面积 每 分 钟 所 接受 到 的 太阳 的 总 加 
акаш ДИНЛЕ Тс = È ,总 动量 应 为 N 如 9. 如果 





是 绝对 黑体 即 它 的 表面 吸收 了 所 有 的 光子 ， 则 单位 时 河 ( 每 分 钟 ) 
内 光 粒 子 尝 总 动量 的 变化 即 光 压 力 为 汪 : 如 果 是 理想 镜面 即 它 的 


表面 反射 了 所 有 的 光子 ， 刚 光 压 力 应 为 2 和 在 通常 情况 下 ,一 部 


分 光子 被 吸收 ,一 部 分 光子 被 反射 ， 这 时 光 压 力 应 为 (1 + к. 


这 里 的 R 称 为 反射 系数 ， 它 与 物体 表面 材料 、 形 状 和 光滑 程度 有 
关 , 自 然 有 0 < R < 1。 对 于 完全 漫 反射 , R 一 0.44, 通常 可 以 取 
R # 0 8] 0.44 2 Bl. 
ЖА@ л N BE mw， 与 太阳 光线 垂直 的 横 截面 积 为 S, 
则 太阳 光 的 光 庄 作用 对 人 造 卫星 所 产生 的 摄 动 加 速度 是 : 
F, = —FoLo , (7.167) 


其 中 Fe = 5 Q + RE иш. Лара 


地 球 轨道 附近 ,因此 这 里 的 % 就 是 太阳 常数 , 它 等 于 1.96 F. La 
是 卫星 到 太阳 方向 的 单位 向 量 ， 它 近似 可 以 用 地 心 到 太阳 方向 的 
单位 向 量 来 代替 。 由 图 7-2 可 以 看 出 、 在 地 心 赤道 直角 坐标 系 中 
有 ; 

La 一 (cosieycosssinleysingsinie)， (7.168) 
其 中 ia 是 太阳 的 黄 经 , e 是 黄 赤 交角 。 
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图 7-2 


由 于 Е. ~ 5 《7.167) 式 可 以 看 出 光 压 力 的 大 小 直接 与 


卫星 的 面 质 比 有 关 。 如 果 卫 星 的 质量 以 一 千克 为 单位 , НИЯ 
以 一 平方 米 为 单位 , 则 我 国 第 一 颗 人 造 卫 星 的 面 质 比 约 地 0.0045, 
太阳 光 压 对 卫星 的 作用 力 是 微不足道 的 .但 是 对 于 某 些 卫星 ， 它 
们 的 面 质 比 很 大 ,这 时 光 压 作用 就 十 分 显著 。 例 如 美国 发 射 的 “ 先 
锋 1 号 "(Vanguard-1) 面 质 比 是 0.01425,“ 回 声 1 号 《Echo-1) 面 
质 比 达 10.2。 光 压 作 用 对 人 造 卫 星 运动 的 影响 就 是 由 于 这 二 里 卫 
星 的 运动 出 现 异常 才 引 起 注意 的 。1960 年 莫 生 (Musen) 首 先 研究 
了 光 压 作用 对 人 造 卫星 运动 的 影响 , 后 来 才 斯 克拉 (Koskela》, їг 
在 由 秀 , 波 利 亚 堆 瓦 (Ilomaxosa), $74 (1.18) 和 史密斯 (Smith) 等 
都 讨论 了 这 个 问题 .下 面 就 介绍 光正 作用 对 人 造 卫 星 运动 的 影响 ， 

AS .Te 和 Wi 是 卫星 在 轨道 面 内 径 向 ， 横 向 和 轨道 面 法 向 
上 的 单位 向 量 。 由 图 7-3 可 以 看 出 它们 在 地 心 杰 道 直角 坐标 系 中 
表示 式 是 ; 





*2%5, 





соз scos Q —— sin x sin © cos? 
S, = | coswsin Q + sin z cos Q cosi 


sing sini 
— sin #cos О — cos z sin Q cos; 
T, = Е sin у sin Q + =) Ë (7.169) 
cos#sin і 
зїп О яп; \ 
[С^ 
cosi 


其 中 纬度 角 w — o + I. 
利用 (7.168) 和 (7.169) 式 ,可 以 将 光 压 作用 对 卫星 产生 的 爱 动 
加 速度 (7.167) 式 分 解 到 卫星 轨道 面 内 径 向 ， 横 向 和 轨道 面 法 向 ， 
结果 是 : 
$ = F, + S, = — Fol cos lol созисов О — sin usin Q cos i) 
+ cos Е sin 1ə( сози sin Q + sin z cos Q сові) 
十 sn зіп lo sin м sin ;], (7.170) 


T = F. - T,, ВТ T, DUE Sri) u 0 + w 故 了 的 
表示 式 只 要 将 (7.470) 式 中 的 “ 改 为 三 + ине], 


w = F, - W, = Е. (созо sin Q sin і — cos sin lycos Q sin š 
+ sin e sin lo cos), (7.171) 
与 讨论 人 造 卫星 在 大 气 层 中 运动 一 样 可 以 认为 在 一 个 卫星 运 
动 展 期 内 ， 它 的 轨道 根 数 是 常 基 ， 在 积分 一 圈 时 可 以 提 到 积分 号 
外 ,这 时 显 含 时 间 : 的 仅仅 是 它 的 真 近 点 角 |. НР 
сози 一 cosmcosf — sin wsin f, sin и — sinwcosf + coswsinf, Й] 
《7.170) 式 右 端 方 括号 内 cosf 的 系数 为 
соз1.( coswcosQ — sin sin Ocosi)+ cos sin lo( сово sin Q 
+ sin осоѕ 9 созі) + sing sin Is sinwsini 
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= фоно + o) + EE E Cap ду ае 
X (w — 0)]їсов4ь + Hsn (o + 0) — sin (o — @)+ «оз: 
XI sin (a + 9) + sin (о — Q)]}eosssin Iç 
— Мено + la) — со ав 

= на + соз )сов( + O)cosi: + (l — cosi)cos(w — О) 
X соз] + Ha + cos:)sin (о + 0) — (1 — cosi) sin 
X (о — 9)] сове sinl, 一 Jl eosto + la) — cos(w — le)] 


X sini sine ~ Ha + cosi)l cos (o + 9 + le) + cos(w 
+9 — le)] + (1 — сов) cos( w — 0 + 1.) + cos(o — О 
+ L 1—(1 + созй cos (w + O + la) — cos (w 
+9 — la)] + (1 — соз?) cos(w ~ 9 + la) — coslo — О 
—Һ)]}созв 一 оъ l+) — соз(ш — 15) ] sin isin 8 
=a + cosi)(1 — cose)cos(a + Q + la) + (1 + cosi) 


X(1 + совв)сов( + Q — 15) + (1 — cosi)(1+ cosa)cos 
Xlo = 9 + Is) + (1 — соз4)(1 — 055) с08 (и — 9—4) 
+21 соз (о ~ le) — соз (о + 1.) } sini sins, 

ВЫ F, 的 乘积 记 为 4, 即 令 


4 一 "а + cosi)(1 — cose)eos (е + 0 + lo) + (1 


十 cosi)(1 + cose)cos(o + Q — le) + (1 — cosi)(1 
+ созе) соз (о — 0 + 1,) + (1 — cosi)(1— cose) 
X eos (№ — Q — Is) + 2[ cos(e — ls) —cos(e+ 10)] 
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X ма ав}. . (7172) 
由 于 cosu 中 соз} 的 系数 是 сово, sinf 的 系数 是 一 sino; 
dns 中 cosf 的 系数 是 sino, iaf 的 系数 是 созо, KRR 


овај 系数 中 的 。 RAZ +o 就 得 sinf 的 系数 ,因此 由 《7.171) 
式 ,可 令 : 


B- "аа + cosi)(1 — созе) sin (о + 0+1) (1+ оов) 


X (1 + созв) ма (0 + Q — le) + (1 — cosi)(l + coss) 
X sin (o — 9 + fa) + (1 — cosi)(1 — coss)sin (и — Q 

—le) + 2[ sin (ш — lo) — sin (о + le) ]sinisina). 
(7.173) 

这 时 (7.170) 式 化 为 
3 一 一 (4cosf + B sin f). (7174) 
其 中 系数 4 和 5B 分 别 是 (7.172) 和 (7.173) 式 ， 它 们 在 一 图 内 积分 
时 可 以 视 为 常数 . 


如 果 在 《7.170) 式 中 将 = MAT tu 或 者 将 1 换 为 тҮ» 


则 $ 就 变 成 了 了, 故 由 (7.1742 式 可 得 : 
T = Asinf — Всоз}. 17.175) 


另外 ,我 们 令 : 
c= Вадаа + cose) sin (O — ls) + sin (1 — coss) 


X sin (Q--ls) + 2cosising sic lel, (7.176) 
则 由 (7.171) 式 可 得 : 
W =—С, (7.177) 
Xk с 在 一 图 内 积分 时 也 可 以 视 为 常数 
将 (7.174) (7.175) 和 C7.177) 式 代 人 以 ST ЖЕНИЯ 
运动 方程 (5.43) 式 ; 为 积分 方便 起 见 用 偏 近 点 角 来 代替 积分 变 
Ë 4 并 利用 二 体 问题 公式 





Ы 





= 
=! — Е ав 7, 
Е ~ ap Tn 


| ‚ pcosf = a(cosE — с), та] — о/1 — P sa E, ' 
可 得 在 光 压 作用 下 ,卫星 根 数 的 变化 是 : 


u = 20 Asin E — BV 1 — ë cos E) 


ae 1 : 

ДЕТ Fl — АА — etsin 2Е .~ BG 
T —4есовЕ + cos2E)] 

di 


di 一 二 ed — бе — 4 + er)cosE 
+22 с082Е ] созо + (1 — г") 4 sin E 
— 2esin2E ] ча} ‹ у 
‚(7.178 
88 — Теа — для 一 eV —4 sin Е 
+2esin 2E ] созго + {бе — 4(1 + с") созЕ 
+ 2есоз2Е ] sin гө} x 


= = — cosi sE + Je Аа 一 cDw(3 — 2e 
X cos E — cos2E) + B(2e sin E ~ sin2E)) 


da _ еса за + e) +02603 + e’) cos Е 


+O — Зе) 20828] + В(1— et)2[2 e sin E 
+0 — 200) ба 2Е1) 


《7.178》 式 对 积分 时 将 会 出 现 二 种 情形 ; 一 种 是 卫星 的 轨 
道 高 度 比 较 大 ,卫星 不 会 进入 地 影 而 始终 受到 光 压 作用 ,这 时 互 从 
0 积分 到 2=; 另 一 种 是 卫星 的 轨道 高 度 比较 小 ,卫星 有 可 能 进入 地 
影 而 不 受 光 压 作 用 ,这 时 E 从 E, 积分 到 E,,E, 和 E, 分 别 是 出 
地 影 和 进 地 影 时 卫星 的 伪 近 点 角 -。 

如 果 卫 星 不 会 进入 地 影 , 则 (7.1787 式 积分 结果 是 ; 


9299， 


Аа = 0 

Ae = —3xza'(1 一 УАВ 

Ai 一 3rare(1 — et) AC созо 

Ag 一 3rare(l 一 crWC зіп cocsci 

Aw 一 一 cosiAG + Зла (1 — А 
AM 一 一 3zerem(1 十 co4 


与 人 造 卫 星 在 大 气 层 中 运动 一 样 可 以 认为 在 光 压 作用 下 卫 显 
їс _ Ао _ Ас ы 
根 数 的 变化 率 为 4。 r 一 相应 根 数 的 变 化 为 во | 
do g, 1 
fie žl 


据 卫 星 在 地 球 引 力 场 和 大 气 层 中 的 运动 理论 知道 卫星 根 数 о, e 
和 没有 一 阶 长 期 变化 , Шо 和 0 有 一 阶 长 期 变化 ,因此 (7.179) 
式 在 对 r 积分 时 可 以 把 ae 和 i 视 为 常 最 仅 А,В,С тож г 的 
函数 .由 (7.176) 式 有 : 

Ceoso = Es{ аа + совв)[ #а(о + 9 — le) — sin (o ~ 0, 


(7.179) 





名 dz。 在 通常 情况 下 ,大 气 阻力 至 少 相当 于 Л. 根 


а" 


+) 1+ sin (1 — cose) [9а (о + O + lo) — sin 
X (e — 0 — lo)] + 2 со в[ sin (о + le) — зів. 
хо —Is)]) 

和 

C sino = БЕ cos в) cos (о + О — la) — cos (м 


—9+1.)1+ sin i(1 — созв)[ cos(o + 9 + la) 
一 cos(o 一 9 — le)] + 2 сові sin 8[ соз (о + Га) 
— cos(a — 1ь)1}. 
将 它们 一 起 代 人 (7.179) 式 ， 对 + Ry RT Tp дн 
是 : 
z = o, + 80, (7.180) 
其 中 о 是 卫星 的 初 值 , go 是 卫星 根 数 z 在 光 压 作 用 下 引起 的 变 
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化 ,它们 是 : 


да — 0 


í 8 
а [= geris 54 
ш т лы л 


кб ы 1 


а 0, 
X int Ë sint cos (w — Q — Is) 

2 z 
соні cost eos (w 
办 十 加 一 二 2 


i 8 
+0 — lo) + оч cost 
ә) ола” DSZ 


X cos (и — Q +1) 一 


+ 


KO + Б; 


X sin isine 1) + r 
i cos (wrle) Ke = 
X sin ут ecos( o — le) | 
м< З Paaep™h] — D sni sint? 
4 mth, 2 
1 


X cos (и №) 一 —— 
ушер 


sinisin! со =s ~le) 





1 ИЕЛИ ЖО, 

МИС ЕНУ ЕА 
о +Q – а 
к уе ы 
Е а 
人 


X cos (в — 0 + lo) +—1— cosi 
“+ 


соз? 





X sin Ecos (w + le) — — 
. © 


X sinecos(w — le) 1. 


8 
Рин ИЕ 
бер aragi, 2 
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8 
І ee 
о — 9, — 18 2 








sia (o + Q 十 je) 一 





р 1 
x sin (o — 2 — lo) + 一 一 -一 
ба Cat 
s Ë 
{Вт а = SL 
， Хоу зїп (и+ 9—1) 220041 





8 . 1 
X со5*— sin -0 +1) + 

cos (о о) т 

Ха: яп вл (о + lo) — — 1 ctgi 
оу = 0 





X sine sin (о — le) ] 


А 3 1 i 
Ва — 一 cosi89 十 二 Fecr [тео 
айсы ы ТЕР Fase sesi] 


xs sin (o + 0+Ь)+ а 


СЛ ' 
š =. 
халуа? sin (o — 0 — h) 
2 
ЗИРЕ БИТНЕ ЗУРИ" 
十 二 下 加 一 有 co 2% > sin (w 


1 ай Е. 
— la) + — —L sint cost— sin 
ә) я 3 Fre cos’ (w 


1 з P 
—9 + lo) — ya p hj Sin i sin esa (о 


1 Arha š. 
+15) + ———n ní sin ё sin (о 
tm 
- 
Зрада + е [ 1 А 
SM Re eC ота 





8 1 
апа (+ O+ l) + 而 一 而 








=. 


. (7181) 
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dorisini dn (о — 9 — le) 
1 в 
шыт їй. 5. 
+ д, cosi sin (о + Q 
-ot sin(o 一 0 


+) 一 I Figini dassin (o +4) 
жату нена (o — 5) 

其 中 р a(l — et) о = o, + o(z 16),0 — Q, + 0,(¿ а), 

ha = ht h= aha = SG — 5 аш, 0, Эл ов, 

h = 098565/ 天 ， 它 们 分 别 是 地 球形 状 所 引起 的 卫星 根 数 吕 和 2 


的 一 阶 长 期 摄 动 以 及 太阳 黄 经 的 变化 率 ; ¿ 为 s 时 刻 太 阳 的 平 
黄 经 , 它 可 以 从 天 文 年 历 中 查 出 。 


Fem Зач в). 着 取 R = 0.44, ШЖ / FAK 


表示 的 话 , 则 Р. 一 7 хоо", 而 地 球 引力 场 中 心 引 力 


加 速度 ~ 16 米 / 秒 ", Л 项 所 产生 的 报 动 加 速度 ~.10- ЖУ, К 
有 Fe ~ 0.1 芒 月 ,通常 情况 下 ,卫星 的 面 质 比 小 于 10 ,这 时 Fe< 
А 即 光 压 作用 至 少 是 三 阶 小 量 ,可 以 不 予 考虑 .对 于 有 些 卫星 , 例 
如 “回声 1 =>, “НИ 1 号 "(PAGEOS 一 1)® 等 , 它们 的 面 质 比 


特别 大 , 达 10 左右 ,这 时 Fs ~ Л 即 光 压 作用 可 达 二 阶 小 量 ， 从 
(7.181) 式 可 以 看 出 ,这 时 光 压 作用 会 使 卫星 除 轨道 半 长 径 外 的 其 


Ф Passive Geodetic Eerth Orbiting Satelltes HAB, 
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余 根 数 产生 一 阶 长 局 期 变化 .由 于 卫星 偏心 率 的 长 周期 变化 ， 导 
致 卫星 的 近地点 高 度 在 某 惨 时 间 内 大 大 地 降低 ,结果 所 爱 到 的 大 
气 电 力 增加 从 而 大 大 地 缩短 了 卫星 的 寿命 。 

对 于 多 数 卫星 ,由 于 它 的 高 度 有 限 ШЕ 7-+ 所 示 ， 当 卫星 与 
太阳 的 地 心 张 角 大 于 上 时 ,卫星 将 会 进入 地 影 而 不 受 光 压 作用 ,这 
时 需要 考虑 地 影 屏 庶 问 题 . 





如 果 卫 星 进 人 地 影 时 ,(7.178) 式 的 积分 结果 是 : 
Aa 一 —2a{ А(соз E, — сов Е,) + ВМТ e 
X (sin E,— sin E)) 


де = А АМ e (cos2E, 
— соз2Е,) + В[6(Е, — Е!) — 8e( sin E, 
— sin E,) + ( sin 2E, — sin2F,)1) 

Ai 一 та — гучөс{12е(Е, — В) — а 


же sin E, — sin E,) + 2e( sin 2E, 
— sin2 E,)] coses — M1 — e*[8( cos E, 
— соз E,)—2¿( cos2 E, 一 cos2E,)] ти}. | 
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áo 一 а ~ ey vesciC{V I — e* [8 (cos E, 
— cos Е) — 2е( cos2E, — соз2 E,)]cose 
+[12e( E, — E,) — 8(1 + e’) sin E, 

— sin Еу) 2е( sin2E,— sin 2Е,)] sin w} 

До == 一 cosi ДО + Teta n — a [6(E, 
—Е,) — 4е( sin E, 一 sin E,) — ( sin2E, 
— sin 28,) — BL4e( cos E, 一 cos E,) 

一 (cos2E; 一 cos2E,)]} 

АМ — Loe 60 + XE, — E) + 4 
X(3 + о) Соп Е, — sin Е,) + (1 — 3e") 
X(sin2E, — sin2 E,)] — ВМТ el4e 
X ( соз E, 一 cos É,) + (1 — 2e')( cos2 E, 
—соз2Ё,)]} 


Ah E 和 E, 分 别 是 卫星 出 地 影 和 进 地 影 时 的 偏 近 点 角 ， 若 取 
E, = 0, E, 一 2x 即 卫 是 不 会 进入 地 影 时 ， 则 (7.182) 式 就 退化 到 
《7.179) 式 .下 面 介绍 如 何 确定 Е, 和 E, ВИН, 

由 图 7-4 可 以 着 出 , 当 卫星 进出 地 影 时 有 : 


. (7.182) 


ing =} 
r (7.183) 


eos = La + 5, Л 
利用 (7.167) 式 ,有 5 — F, ` 5, = —FsL, 5, 将 它 代 入 (7.183) 
的 第 二 式 并 利用 (7.174) 式 可 得 : ` 
cosp — pcos] + Вап р) ƏKsn(0+ J) (7184) 


其 中 K 一 тсе + BY” > 0,0 = ig" а. 由 (7.183) 式 显然 
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可 得 地 影 方程 是 K'sin*(9 + f) + r 十 ccosf》 一 1, 或 者 是 
Кез + р =1— ха + ссн" (7185) 


“我们 根据 卫星 的 根 数 io 和 以 及 从 天 文 年 历 查 出 此 时 太阳 
的 平 黄 经 ,由 (7.172) 和 (7.173) 式 求 出 4 和 8 或 者 KK 和 6. DER 
Ж Me 是 已 知 的 , 则 (7.185) 式 是 关于 / 的 超越 方程 ,可 以 采 朋 
迭代 法 来 求解 。 由 于 cosp = Ksin(0 + f) < 04E K > 0, 
要 选取 f 使 得 sin(9 十 1) <0. 卫星 根 数 。 是 小 量 ,在 (7.185) 式 


HR ео 有 sing 十 1) УЕ дин O 2н 
ө ау росе УТ и, 
Ка Ка 


由 (7.185) 式 可 以 解 出 ят PREAH wt = J uE 
жа 


求 出 相应 的 E 和 E, 它们 就 是 卫星 出 地 影 和 进 地 影 时 的 偏 近 
点 角 ， 在 一 段 时 间 内 卫星 的 根 数 和 太阳 的 黄 经 变化 较 小 ， 故 由 地 
影 方程 《7.185) 式 解 出 的 E, 和 E, 变 化 也 很 小 。 ВАЖЕ 


们 几乎 不 变 时 ， 利 用 ге = 1 [424 80482) 式 求 出 卫星 在 光 


讨 作 用 下 所 有 的 根 数 都 存在 着 长 周期 变化 对 于 面 质 比 在 10 
米 "/ 千 克 左右 的 卫星 ， 它 们 就 是 一 阶 长 周期 项 ， 由 于 卫星 轨道 半 
长 径 a。 有 长 周期 变化 从 而 使 它 的 运动 局 期 及 其 变 率 不 是 完全 呈 单 
调 变化 而 出 现 了 忽 增 忽 减 的 异常 现象 另外、 由 于 卫星 根 数 。 和 
< 都 有 长 周期 变化 ,它们 可 能 造成 卫星 的 近地点 高 度 大 大 下 降 Hi 
果 启 受 到 的 大 气 阻力 增加 从 而 大 大 地 缩短 了 卫星 的 寿命 。 

从 前 面 讨论 可 以 看 到 ,如 果 卫 星 会 进入 地 影 ,这 寺 与 大 气 阻力 
和 引力 作用 不 同 光 压 作用 不 是 一 个 违 续 函 数 ; 计 算 起 来 相当 麻烦 ， 
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JLA AM ЕЁ, ПЕНИЕ ОШ 
问题 . 

1963 年 法 国 的 弗 拉 兹 -和 梅 洛 〈Ferraz-Mejlo》 首先 将 地 影 函 
数 : 

r- p те I (7.186) 
1 —ж»<1<—ф,р<А<х, 

展 为 角度 4 的 三 角 级 数 。 其 中 是 与 太阳 方向 相反 的 方向 和 卫 盟 
方向 的 地 心 张 角 ， 由 图 7-4 可 以 看 出 Pp 是 反 太 阳 方 向 与 卫星 出 地 
影 方向 的 地 心 张 角 ,这 时 


= = + ХУ) 0, созда. (7.187) 
= 


其 中 a 一 2 reostan, 将 积分 区 间 [0,=] 划 分 为 [0,p] 和 [9， 
*], 在 第 一 区 器 中 Y 一 0, 第 二 区 闻 中 p 一 1, 于 是 有 oo- 人 (一 
Фф), 一 En 将 它们 代 人 《7.187) Ад, ub inak 
Ж: 


z = 1— $ — Y 2 дрога, (7188) 


z tzik 


其 中 p= int, 这 时 地 影 函 数 就 由 不 连续 函数 形式 0.186) 
式 变 为 连续 晤 数 形式 (7.188) 式 。 招 (7.188) 式 加 到 (7.1787 式 中 再 


ЖЕД 0 到 2x 积分 就 可 以 得 到 在 卫星 会 进 人 地 影 时 ， 在 光 压 作 
用 下 卫 旦 根 数 的 变化 情况 . 

1969 年 拉 勤 和 害 纳 尔 (Sehnal) 将 地 影 吨 数 展 为 созд КН 
数 ， 


至 一- и + Вода роз" (7489) 


° 298 +. 


其 中 в. 是 常 系数 ， 
1974 年 苏联 的 瓦 什 科 维 亚 克 (Baurkosbax) 将 地 影 函 数 展 为 似 
cosl 为 引 数 的 勒 让 德 多 项 式 ， 


т 101-0) + TP. eso, (eos) 
— Par C cos 4)] } (7.190) 


其 中 勒 让 德 多 项 式 P.C cos АУД ЖН ЖЖ ЕН ТЕЛЕ. 他 
们 把 这 些 结果 运用 到 实际 中 去 ,效果 还 是 比较 好 的 。 


$8 日 月 引力 对 人 造 卫 星 运动 的 影响 


在 研究 月 球 运动 时 ,需要 考虑 太阳 的 引力 作用 。 在 研究 人 造 
卫星 运动 时 ,对 于 一 般 的 卫星 ,由 于 它们 距离 地 球 比较 近 而 距离 太 
阳 和 月 亮 都 比较 远 , 这 时 月 月 引力 对 卫星 运动 的 影响 微 平 其 微 可 
以 忽略 不 计 。 但 是 对 于 某 些 卫星 ， 例 如 1959 年 8 B 7 日 发 射 的 
“探险 者 6 号 ”《Explorer-6)， 它 的 轨道 偏心 率 特别 大 , 其 远地点 
高 度 可 达 42485.5 公里 ; 还 有 一 些 同步 卫星 ， 它 们 的 地 心 距离 有 
42000 公里 左右 ,这 时 日 、 月 引力 对 卫星 的 作用 比较 显著 。 由 后 面 
研究 可 以 君 到 日 、 月 引力 对 这 些 卫 旺 的 轨道 偏心 率 将 会 产生 一 阶 
长 周期 变化 从 而 使 它 的 近 地 高 度 大 大 下 降 , 受 到 大 气 阻力 增加 , 结 
果 大 大 地 缩短 了 卫星 的 寿命 ， 例 如 “探险 者 6 号 "的 寿命 就 比 原来 
用 大 气 阻力 来 估计 的 寿命 缩短 10 倍 . 这 样 日 月 引力 对 卫星 运动 
的 影响 才 引 起 人 们 的 注意 。 古 在 由 秀 首 先 讨 论 了 日 、 月 引力 对 卫 
星 运动 的 影响 .后 来 库 克 (Cook)、 莫 生 ,多 尔 加 切 夫 (Jomraqes) 等 
也 研究 了 这 个 问题 .下 面 就 介绍 日 、 月 引力 对 人 造 卫星 运动 的 影 
08, 

жон Н, НЕ 
可 以 写 为 
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R= в=(1 — Gm (1 ана (7.191) 





ЕЕ с D 8 ria 22) T М 
地 心 矢 和 它 与 日 А2140, 是 卫星 和 日 、 月 在 地 心 处 的 张 
A. BRA 一 六 十 六 一 2rr cosp, hT <r os 


12 "92 AEEA) ү (7192) 


其 中 Р, сов ФЛЕШ cosp 为 引 数 的 勒 让 德 多 项 式 。 
жт «живя (т) 项 就 足够 了 ， 将 


它 代入 (7.191) 式 并 咯 去 与 卫星 根 数 无 关 的 项 (在 求 卫星 想 效 变 


化 时 , 摄 动 函 数 R 需 对 卫星 根 数 求 偏 导数 ) ,我 们 可 以 得 到 : 
Zagi 
R 603 6 1), (7.193) 


其 中 8 一 gm. 在 我 们 所 采用 的 理论 单位 制 中 ,对 于 太阳 的 ps 一 


2.5797 X 10-*， 对 于 月 球 的 By 一 5.6187 х 10, 由 《7.193) 式 可 
以 夏 出 日 ,月 引力 ,对 卫星 产生 的 摄 动 加 速度 与 地 球 中 心 引力 所 产 
生 的 加 速度 之 比 约 是 87. 当 卫 星 在 地 面 附近 时 r ~ 1， 该 比值 
在 10" 数 量 级 , 几乎 相当 于 三 阶 小 量 ， 但 是 当 卫 是 的 轨道 高 度 比 
较 大 ,例如 对 于 同步 卫星 ,这 时 + ~ 6.56, 该 比值 在 10… 数 量 级 以 
上 ,至 少 相当 于 二 阶 小 量 ， 


下 面 先 讨论 月 球 引力 对 卫星 运动 的 影响 . 设 Lu 和 5, 分 别 
表示 月 球 和 卫星 地 心 撩 上 的 单位 向 量 ， 我 们 仍 取 地 心 赤道 直角 从 
标 系 .为 了 方便 起 见 可 将 x 轴 指 向 白道 和 赤道 的 交点 ,如 图 7-5 
“所 示 .由 图 7-5 可 得 它们 在 这 样 坐 标 系 中 的 分 量 分 别 是 : 

Lu 一 (cost , cosi sing ‚йаг sins’) (7.194), 
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оо 
iH 75 
和 
cosucos (Q — 0”) — sin usin (О — О’) сов! 
S, = | созизїп (Q — Q“) + sin #cos (Q Soe} (7.195) 
i sin ysin: 
саара 
cos == Lu * S, — {сози + В sing, (7.196) 

其 中 4 和 好 是 与 卫星 运动 无 关 的 量 , 它 们 是 


А = Аүсози' + Asing, В — Вүсозш' 十 Basinw。(7.197) 
这 里 的 A.A.B, 和 B, 是 与 月 球 运动 无 关 的 量 ,它们 是 : 
A = cos( Q — 9”), A, — sin (Q — Q')cos/ 
B,=— sin (Q—Q')cosi, B= sin isin 十 | 
(7.198) 
由 内 7-6 可 得 : 
cosi = соз&соз J — sin s sin Jcos Qu 


— sn Jsin Ои 


cos J — cos cos . (7199) 
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图 7-6 


Җир ERI 分 别 是 黄 赤 交 角 和 黄白 交角 ，9w ARIMBA XA 
包 的 黄 经 ， 从 月 球 运动 中 知道 Qu 约 每 18.6 年 增加 2x, 它 的 变 
化 很 小 , 因此 从 (7.1997 式 近似 可 以 认为 量 n 0' їп ө 是 不 变 的 ， 
JAS 是 已 知 的 , 若 由 天 文 年 历 查 出 这 时 的 0‹„ 则 可 由 (7.1997 式 
计算 出 /.O' 和 6. 

由 于 黄白 交角 了 很 小 , 约 为 5"， 这 时 由 图 7-6 可 以 看 出 月 球 
的 纬度 角 近 似 有 : 

ny i 
WT + 9,5 =s 0 + Lu — бы, (7.200) 

Ж L, 是 月 球 的 平 黄 经 ,每 恒星 月 增加 2x。 册 于 6 几乎 不 变 ， 
Ом 变化 也 很 缓慢 ,因此 可 以 认为 м 的 变化 主要 来 自 于 Lu, 它 的 
变化 周期 大 约 是 一 个 恒星 月 . 

将 (7.196) 式 代 人 (7.193) 式 后 可 得 : 


= Зв (а 9) + L(A Br 
R= Зв yi L + ACAH В + (0 — Вусов2и 
+48 in 2u]. (7.201) 


在 (7.201) 式 中 , МЕРИН, CELE 
相当 于 二 阶 小 量 , 可 以 暂时 不 予 考虑 ， 利 用 


+502。 


(©) - (Yau - фа — e cos ЧЕ = 1 + Že, 


(2) 21 = $C) соз2{4М 一 ФЕ eos — рам 





- ?中 (cos -eya 一 ге E)4E—( € Y 
==, и 


(Су 2 =$(:Y замет ф sin E( cos Е—езам 


mV i е фчаЕ(еЕ—е)(1 — ecos E)AE=0, , 
将 (7.201) 式 对 好 求 平均 值 ,得 到 去 掉 短 周期 项 后 的 摄 动 函数 为 
R= ("кам = Зуи) + сеж вә 
2х. 2 3 2 2 


(1+ 3e)+ зае В”) cos 2e 
2 2° [2 





+ АВ ба zol}. (7202) 
由 (7.197) 式 可 得 (7.202) 式 中 的 
+в = ке+ A + Bl + BD) + Kai- 4], 
+B1— Ві) сози САА, В.В.) да 2 
fp я B: — В) + Si 4 
. (7203) 


— Bi+ ВЗ) соз2и' + (А, А,— В.В.) sin 2м' 


AB ~ ав, + AB.) + JB- А,В.) cos 2u 


+ LAB, + дв) зади 


对 于 太阳 引力 ,消除 短 周 期 项 后 的 振动 函数 形式 仍 为 (7.202) 


*303, 





式 ， 只 是 其 中 的 用 8, 代 人 ， 另 外 ,这 时 (7.199) 式 中 取 J — 0 
BE Z — s,O 一 0, 则 相应 的 А, — сок О, A, = їп Q созе, В, 
— sin 06051, В, 一 sin ising + сов?соввсоз@, и’ 一 工 。 这 里 的 
L, 是 太 昌 的 平 黄 经 ， 

需要 考虑 日 ,月 引力 作用 的 卫星 通常 说 来 轨道 高 度 比 较 大 ,这 
村 地 球形 状 摄 动 比 较 小 ,大 气 阻力 就 更 小 了 , 因此 R 中 的 卫星 根 
Kae Q 和 ww 者 可 以 视 为 常量 。 另 外 , 9” 和 7 也 可 以 视 为 党 
量 ， 这 样 我 们 就 能 够 把 R 分 为 二 部 分 : Би 无 关 的 常数 项 R. 


和 包含 м 的 周期 项 Re 周期 项 的 周期 是 2 -5. 对 于 月 球 


引力 ,nf 是 月 球 的 平均 运动 ,该 项 局 期 是 半 个 恒星 月 ; 对 于 太阳 引 
Dor 是 太阳 的 平均 运动 ,该 项 周期 是 半 个 回归 年 , 它们 都 可 以 被 
视 为 长 局 期 项 。 由 后 面 可 以 看 出 ， 这 二 项 分 别 使 卫星 根 数 产生 二 
阶 长 期 变化 和 一 阶 长 周期 变化 . 

将 (7.203) 式 中 与 м 无 关 的 项 代 人 (7.202) 式 后 可 得 R 中 与 


x 无 关 的 项 是 ; 
1 (ва = 230 f 3 R+ 6+ 下 十 814 
Ñ = во За =a 
R Р) Raw ~ За (1+ 3eXa+24+m+B +) 
++ A — B} — В) сов2 в + 2( Á 


XB, + 4,В,) sin 201}. (7204) 
将 Re 代入 摄 动 运动 方程 (5.67) 式 后 ,可 得 日 、 月 引力 对 卫星 
根 数 记 产 生 的 二 阶 长 期 项 al 一 4) 的 系数 o, Ж: 


а = 0 

a=- Звање — ey[2( AB, + AB,)cos2 
х= —( 4+ 44 — Bi — Bl)sin 20] 

ь- — Заем уо + 3) са 
ХА, + AA, + B,B, + B,B;) + 5е (4, 
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+4,4; — В,В, — В,В,) — 2(А,В, + 4B,) 
созі] со$ 2 + 5е'[( АВ, + А,В,+ А,В,+ 4B) 
НС + A — В} В) сові] іа 20 } 
op pr E S, 2a 
в, ea е) (1+ з, ) 
х(ВВ + BB?) — 5e(B,B; + B,B7) 
X ово t 5 (AB; + АВ; ) in 2o} 
ою, == — cos;Q, + оў г . @.205) 
а + вона — eye (4 + 4 + Bi+ Bl 
_ +) + [C + A Bi В) сав о 2 
х(АВ,+ 45.) sn 2el| 
< — (1 оул o? — Зо 了 ) 
маем a? — Зв (1+2 | 
`xÍ ана + в! 一 和) + зел 


+A — В| — Bi)costo + 2(А,В,+ А,В,) 





x sin26]} 


Ж А,В, 和 В; 表示 AAB, 和 B, 对 卫星 根 数 9 的 偏 
导数 ; ВУ йр В; 表示 В, 和 B, 对 卫星 根 数 ; 的 偏 导 数 。 由 
《7.198) 式 有 : 
£ = —sin(Q — o”), A; = созі cos (Q — 0”) 
Вү= — созі соз (0—07), B;=—cosicosi sin (0—9) (2206) 
В} = sin isin (0 — 0”) B 
ВІ 一 cosisa — dn сов? со(0 — 9') 

在 中 中 除去 与 s 无 关 的 R, 后 可 得 含 к 的 项 是 ， 

-e 306.2 


R=Ř-R -= Зв (1 + и) - 6+8: в) 


+32 (A — А-В + В) соз20 + 56 А.В, А,В,) 


x sn še] 2052 м + EQ + За Ха + B.B.) 


Х5е А, А, — В,В,) соѕ20 + 5 eX А.В, AB.) sin 20 


X sin 2 “|. 
将 R, лаката, Оло) б. = 


这 里 и 是 日 、 月 平均 运动 ,对 + 积分 改 为 对 积分 ， 
日 ,月 引力 对 卫星 根 数 记 产生 的 报 动 是 : 
e= 0 
¿= Вет — ALAB, = А,В,)сов 20 
16 w 
—( A — Ai— Bi + B;)sin 20] за 2м' — {2( А,В, 
+ AB.) соз 20 —2( 4,4 — В, Ва) sin 20] 052} 
i= кыга = [1 + Зо) (да, 
— 44, + В.В, 一 В.В.) +5 е (AA — АА, 


—B;B,+ B;B,)cos2 0—10 (AB, — А,В,) сові 
X cos 2w + 50 A,B, + AB; — Л.В, — А,В) 


X зїп 20 + 5004 — А, — В+ Ві) соѕі зіп 2e] 
X sin2y 十 ba 十 že) (Ah + AA; + B, 


XB, + B,B;) + 5е ALA + AA BB B, 





X B;)cos2 о — 10 е*( А,В, + А, В, )созісов 20 
+5e( АВ, + ABH А,В, + 4B,)sin 20+ 106 
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(7207) 


db y 
dr , 


结果 可 得 


x(A4 一 B.B.)eosi о] соз” | 
o, = За — уа |2( 1+3) в.в; 
16я [201+ 5 
—В,В;) — 5е(В,В; 一 В.В) соѕ20 + 5e(A 
xB; — 4B”)sin2 “| 220 一 FG: + že) 
х(ВҮВ,+ BB- Se(B/B,+ В, В) сз 269 
бе (АВ + AB") sin 2а} cos2 “| 
w => — cos í Q, + шї 
a = Ena ои = A+ BI = B) 
n 
АУА A — Bi + ВЗ) создо + 10(4B, $, (7.208) 
— д,в,) а 2] sn2x — 16044, + B.B.) 


-+10( A.A, — В,В,)соз20 + 10( А,В,+ А,В.) 
X sin 2o]cos2x Y 


Mi тает а“ {С + Ze yamai 


+В: — В) + ел — 44— Bl + B})cos 2o 
+ (AB; — АВ.) sin20| sin2 #— [1+3 
хо) CA: A+ Bi Bi) +5 e (44, — BB) 


X cos2o + Se AB, + ABi)sin? о] 2 x} 


式 中 AMAB BI BY 和 В; 含义 与 前 面相 同 即 为 《7.206) R, 
w 为 日 ,月 平均 运动 ,对 于 月 球 a = — 2 x 10”, 对 于 太阳 
~ 0.2 x 102, 它们 可 以 视 为 一 阶 小 量 。 因 此 这 里 所 得 到 的 о, 
应 当 算 作为 一 阶 长 周期 项 ,对 于 月 球 其 周期 约 是 半 个 恒 昨日 ， 对 
于 太阳 其 局 期 约 是 半 个 回归 年 、 
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如 果 卫 星 距 离 地 球 不 是 很 远 , 例如 轨道 半 长 径 a ~ 2， 但 又 
要 考虑 到 日 .月 引力 作用 时 , 则 R 中 的 卫星 根 数 QO 和 不 能 视 为 
常量 ， 由 (7.198) 式 可 得 在 A+ A+B + B; 中 与 9 无 关 的 项 
是 : 


за 十 costi + cosi’ 十 2sintisin"i” + cos'icosti") 





一 та — 2sinti — 25а 十 3sinsisiney ), 
将 它 代 人 (7.204) 式 后 ,可 得 与 9 Жо ВУ О: 
3 ол *" СЕР — За 
R. = Фо ( +3 Х= sos (1 Зал), (2.209) 
将 这 里 的 К, 代 人 摄 动 运动 方程 (5.67) 式 后 可 得 真正 的 二 阶 
长 期 项 的 系数 是 : 


ана: 0 


3 -| ; 3 3 
Q, = З ро — су соз (+2 (1 一 3 
' шы ‹ ) і 2 2 


х ss) (7.210) 
ыы Звон = визам) (1 一 Žanr’) 


mi зван — 2\1 Las) 

ЖЕ (7.210) 式 中 的 sint 还 包含 有 周期 约 为 18.6 年 的 月 球 轨道 升 
交点 黄 经 Ou 的 周期 变化 如果 去 掉 这 个 周期 项 的 话 ， 则 式 中 
的 эш 可 以 用 аш 来 代替 ， 从 (7.199) 式 可 得 ЧР 一 1 一 


cos eco? J — + sin? вае J = ( 一 ao] J+siniscosJ， 对 


РАНЕ ДЖ, sP = das, с * 

由 《7.208) 式 可 以 看 出 日 、 月 引力 会 使 卫星 除 轨 道 半 长 径 = 

外 的 共 余 根 数 产生 一 阶 长 马 期 变化 .由 于 卫星 轨道 信心 率 c 的 长 

周 刀 变化 会 使 卫星 近地点 高 度 在 某 妇 时 间 内 降低 较 多 , 卫 旦 将 在 
"308， 





nL 


э 


НКО, ЕАН РКХ 
яф. 
最 后 需要 指出 的 是 在 上 节 和 本 节 所 得 到 的 一 给 长 周期 项 是 


(7.14) 式 中 的 ва, 这 是 直接 部 分 。 此 外 还 应 当 包 括 闻 接 部 


ПРОТЕ а 
iml 

Wi. ŽA (7.60) M (7.61) <, Р И а, е 和 它们 的 间 
接 部 分 为 零 ; 对 于 卫星 根 数 О, o 和 M， 它 们 的 间接 部 分 变 为 


“fF, дЕ, ЭР, Е ПЕЛ 
| («+ E et бе ив, ЗОВ Р.А Ул) 


式 中 的 9、m 和 М, —п; ш, е, Щи ВАНЯ. WTAE 
作用 就 是 (7.181) 式 对 于 日 ,月 引力 就 是 (7.208) 式 ,完整 的 一 阶 长 
周期 项 应 当 是 直接 和 辣 接 这 两 部 分 之 和 ， 


59 人 造 卫 星 所 受 摄 动 比较 和 位 置 预 报 


人 造 卫星 除了 受到 地 球形 状 摄 动 , 大 气 阻力 , 光 压 作用 和 日 、 
月 引力 作用 外 ,还 受到 其 它 一 些 作用 力 。 例如 相对 论 效应 ,行星 引 
力 , 湖 小 作用 ,大 气 引力 ,流量 磁 浪 等 。 如 果 卫 星 本 身 带 电 , 还 受到 
地 球 磁场 的 电磁 力 。 一 般 情况 下 、 这 些 作用 力 都 比较 小 。 对 于 普 
通 的 卫星 预报 ,可 以 不 考 小 这 些 摄 动作 用 ， 

为 了 便于 了 和 解 备 种 轨道 类 型 的 卫星 应 当 考 虑 哪些 作用 力 ， 从 
而 进行 卫星 根 数 预 推 和 位 置 预报 ， 我 们 可 以 把 卫星 所 受到 的 一 些 
作用 力 进行 比较 。 为 了 方便 起 见 ， 我 们 以 地 球 表 面 的 引力 加 速度 
9.8 米 / 黎 作 为 各 种 摄 动 加 速度 的 单位 。 

在 地 球 引 力 场 位 函数 中 ,中 心 引力 对 卫星 产生 的 加 速度 是 : 


ьт. (7.211) 


Арел 


309, 


g — 3.25 х м2, (7.212) 


高 阶 囊 谐 系数 中 。 上 项 影响 最 大 ， 它 对 卫星 产生 的 最 大 加 速 
度 是 : Е 


n = 102 х юз, (7.213) 


若 卫 星 的 面 质 比 是 1 米 ”/ 千 克 ， 则 大 气 阻力 对 卫星 产生 的 加 
速度 是 ; | 
вт 701 x 0, (2.214) 


其 中 olr) 是 大 气 密度 。 如 果 卫 星 的 地 面 高 度 为 150 дв, ШЖ 
7-5 可 得 logp = 一 11.67，p = 2.14 x 10-a， 这 时 g — 1.46X 
107, 
着 卫星 的 面 质 比 是 1 米 "/ 千 克 ， 则 太阳 光 压 力 对 卫星 产生 的 
加 速度 是 : 
g 0.93 x 107—*, (7.215) 
月 球 引力 对 卫星 产生 的 加 速度 是 : 
p = 5.61 x еее, (7216) 
太阳 引力 对 卫星 产生 的 加 速度 是 ; | 
g — 5.16 x 107%, (7.217) 
利用 (7.211) 一 (7.217) R, TUR go …… a 与 ? 的 关系 
绘制 成 图 7-7， 绘 图 时 为 了 方便 起 见 ， 我 们 以 х 一 logr ABE 
ж. ye = 8 + logg, (i = 0,1,-+-6) 为 纵 坐 标 ,这 样 可 以 把 种 
次 关系 变 为 线性 关系 。 
由 图 7-7 可 以 看 出 , 各 种 摄 动 与 距离 关系 是 不 同 的 ， 有些 摄 
动 随 距 离 增加 而 减 小 ;有 些 却 增加 ,还 有 保持 不 变 的 .我 们 应 当 根 
据 卫 星 的 不 同类 型 的 轨道 ,考虑 不 局 的 报 动 作用 .。 
(1) 离开 地 面 高 度 150 一 700 АН (1.02 < r <1.11), 
处 于 这 样 高 度 范 急 内 的 卫星 属于 近 地 卫 星 。 对 于 近 地 卫 星 需 
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(2) 高 度 700 一 10.000 公里 (LIL < r < 2.57). 

处 于 这 祥 高 度 范 围 内 的 卫星 只 需要 考虑 地 球形 状 摄 动 ， 如 果 
卫 显 的 面 质 比 很 大 ， 还 需 考 虑 光 焉 作用 、 这 种 类 型 的 卫星 由 于 可 
以 忽略 往往 难以 估计 的 大 气 阳 力 的 影响 ， 它 们 特别 适合 于 进行 测 
ЖТ. атта 号 ”。 

(3) 高 度 10,000 一 100,000 公里 《2.57 <» < 16:68). 

处 于 这 样 高 度 范 围 内 的 卫星 除了 需要 考虑 地 球形 状 摄 动 ( 往 
ERER h D 外 ,还 需要 考虑 吕 、 月 引力 作用 。 对 于 面 质 比比 
RAHLE, КЕЕДЕ ЕА. УЖИН 
于 这 种 轨道 类 型 ， 

《4) 高 度 大 于 100,000 公里 (+ > 16.68). 

处 手 这 禅 高度 范围 内 的 卫星 只 需要 考 碟 日 、 月 引力 作 月 。 同 
祥 对 于 面 质 比比 较 大 的 卫星 还 需 考 卢 光 正人 作用 。 不 过 到 目前 为 
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止 在 已 发 射 的 卫星 中 还 未 发 现 是 属于 这 祥 类 型 的 轨道 ,因为 这 时 
往往 可 以 划 妇 为 月 球 探测 器 或 者 行星 探测 器 ， 而 不 再 属于 人 造 地 
球 卫 星 了 。 - 

我 们 根据 卫星 的 轨道 类 和 型， 确定 了 需要 考虑 哪些 摄 动作 用 、 
然后 利用 前 面 所 得 到 的 各 惠 摄 动 对 卫星 根 数 产生 的 长 期 和 局 期 变 
化 ， 预 推 以 后 一 系列 时 刻 卫 星 根 数 的 数值 。 在 进行 卫星 轨道 根 数 
外 推 时 ,其 中 根 数 夺 不 太 容易 算 准 ,这 时 往往 采用 另 一 个 根 数 ， 例 
如 卫星 过 轨道 升 交点 的 时 刻 ze 或 者 过 某 标准 纬 峰 qo 的 时 刘 +, Ж 
代替 根 数 M 。 

我 们 称 卫 星 连续 二 次 经 过 轨道 升 交点 的 时 间 间 隔 为 它 的 交点 
ЖЖ, 并 用 To 来 表示 。 经 过 推算 可 以 得 到 卫星 的 交点 局 期 是 : 

To= zhi + 210-6 айы) (4 — зап )е сове} 
+ 0004, 4). (7.218) 
其 中 A= 1 h T E DES. 


我 们 称 卫星 连续 二 次 以 相同 方向 经 过 其 标准 纬 围 pa 的 时 间 
间隔 为 它 的 过 标准 纬 电 周期 ， 并 用 T. 来 表示 。 同 样 可 以 推算 出 
ПЕН p 的 周期 是 ; 

Ta =T fl + 34sivi) + (4—5 sint Je cos (ua) I} 


+ о(ёл,, 4), (7.219) 
Rhe ЫРШ pm 处 的 纬度 角 ， 有 inn = “е, йр m 一 


0 即 在 要 道 升 交点 处 :这 时 м, 一 0，(7.219》 式 就 变 为 (7.218) 式 。 

利用 卫星 的 交点 周期 To 或 者 过 标准 纬 图 p 的 周期 T。 以 
及 它们 的 变 率 就 可 以 预 推 以 后 一 系列 时 刻 卫 坚 过 轨道 逢 交点 的 时 
刻 го 或 者 过 标准 纬 圈 ро 的 时 刻 teve 

通过 卫星 根 数 的 预 推 ， 我 们 可 以 得 到 房 要 预报 时 刻 卫 星 根 数 
的 值 ,从 而 进行 卫 是 的 视 位 置 预 报 。- 

令 r 和 民 表 示 卫 星 和 观测 站 的 地 心 举 标 , р 表示 卫星 相对 于 
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观测 站 的 视 坐 标 ,显然 有 


p=r—R, (7220) 
采用 地 心 亦 道 直角 坐标 系 ; 则 有 
cosucosQ — sinucosi sin Q 
„ш: зло, (7221) 
sinu sin | 
(е + Юсозфовва \ 
вот (7222) 
(dt h)singp Í 
和 
соз 8 соза) 
„= (asa (7.223) 
sind 


其 中 - =, u= ef; c = ~ ditg)”, 4 = 
со: 


G= ee h, p М; 分 别 是 观测 站 的 海拔 高 度 ， 地 理 缂 度 和 观 
测 时 刻 的 地 方 恒星 时 ; 如 果 采 用 克拉 索 夫 斯 基 禄 球体 的 话 ，。 一 
0.08181333, с 和 4 的 数值 可 以 从 天 文 年 历 上 查 得 ; а 和 8 是 卫星 
Желе. 

根据 所 要 预报 时 刻 z 时 的 卫星 根 数 © 和 观测 站 的 地 心 位 置 由 
(7.221) 和 《7.222) ARE r 和 R ， 然 后 再 利用 《7.220》 和 
(7.223) 式 就 可 以 得 到 此 时 卫星 的 视 位 置 " 和 a, 通常 观测 时 采 
用 的 是 地 平 坐标 系 。 若 规定 方位 第 是 从 北 点 量 起 ， 可 以 得 到 地 平 
学 标 系 和 赤道 坐标 系 之 闻 换 算 关系 是 ; 


sin ñ — sin ë sing + совёсозфсозт 


cos ñ соз A = соз‹рвїп 8 — создыш фсозт ф, (7.224) 
Cos зіп A == — созд sint 
式 中 4 和 就 是 卫星 的 方位 龟 和 地 平 高 度 ; z 是 卫星 的 时 角 ， 有 
т 一 :十 4 一 a,4 是 观测 站 的 地 理 经 度 ; 如 果 将 观测 时 刻 的 地 方便 
星 时 * PORIRUA EER ses WA :一 5xe 十 1。 利 用 (7.2247 
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式 最 后 可 以 作出 卫星 视 位 置 的 预报 芭 上 时 的 4 和 А. 

众所周知 ,卫星 预报 的 目的 是 为 了 能 够 进一步 观测 它 。 因此 
在 卫星 预报 时 还 需要 考虑 它 能 被 观测 到 的 条 件 。. 用 光学 方法 观测 
人 造 卫星 必须 要 满足 下 列 三 个 条 任 。- 

(1) 在 观测 卫星 时 ,当地 的 天 光 要 足够 暗 。 

人 造 卫 星 的 亮度 有 限 ， 只 有 在 当地 的 天 光 足 够 联 时 才能 被 观 
测 到 。 通常 我 们 可 以 取 太 阳 中 心 在 地 平 下 9° ХРЕН 
锚 障 影 。 这 时 太阳 和 观测 站 的 地 心 张 角 为 99° 若 用 Ls。 和 А, R 
示 日 心 和 观测 站 在 地 心 方 向 上 的 单位 向 量 ， 则 在 地 心 赤道 直角 坐 


标 系 中 有 : 
соз Âs cosas 
L, е <) (7.225) 
` зіп ge 
和 
cosg’ coss 
R, = (= sips | (7.226) 
sing” 


式 中 as 和 8, ВАЧ: сор 一 = cosp , 


А igp 3 
当 太阳 和 观测 站 的 地 心 张 角 达 99° ВМ ЖАН 


L, - R, — соз99°, 利用 (7.225) 和 《7.226) 式 可 得 所 应 当 满 足 的 
方程 是 : 

505 дә сов‹р' cos(s— as) + sin ôa sing’ = cos99°, (7.227) 

由 (7.227) 式 可 以 算出 两 个 地 方 恒星 时 +, 再 换算 为 两 个 世界 
时 ,一 个 相应 于 昏 影 终 , 另 一 个 相应 于 晨光 始 。 天 光 足 够 暗 的 条 件 
要 求 观 测 卫星 的 时 间 限 制 在 错 影 终 之 后 和 蝶 光 始 之 前 。 

(2) 卫星 必须 在 地 影 外 能 被 太阳 照 亮 ， 
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аф 2 sing 或 者 p = arctg (4+ iti 








пла PER ШЕН ЕИ ЖЖ. 4 ТОЁ A bB, 
它 不 受 太 阳 照 射 , 不 能 反射 太阳 光 , 因 此 也 无 法 看 到 。 采 用 光学 方 
法 观测 卫星 必须 要 使 卫星 在 地 影 外 能 被 太阳 照 亮 . 
PA So。 表示 卫星 在 地 心 方向 上 的 单位 向 量 ， 由 (7.221) 式 可 
得 它 在 地 心 赤 道 直角 坐标 系 中 分 量 是 : 
cosucosQ 一 їп я#соз} їп Q 
s(a sin и соз? соз © ) (7.228) 
япязіпі 
由 图 7-4 R (7.183) 式 知道 卫 量 进出 地 影 时 所 应 满足 的 方程 
Ж: 
sn p = 1, cosp = L, + S, < 0. 


L. 5= — i = 1. (7.229) 
r 


将 (7.225) 和 (7.228) 式 代入 (7.229) 式 后 ,可 得 地 影 方程 是 : 


соз бе cos (ав — О) сози + [sini sin до + созісоѕ дь 


X sin(os — Q)] sin u = ү = 1, (7.230 
P 


或 者 写 为 


| 4 cospecos(ae — Q) = AcosU,, sin í sin до cosi соз бо вір 
Xx(ae — Q) = 4sinU,, 则 (7.230) 式 化 为 


Асоз(и — U) = _ _ 1, (7.231, 
г 


dl) 
ART ево (и — o) 


(7.231) 式 是 关于 «的 超越 方程 ,以 7 一 4 为 初 值 可 以 用 迭代 
法 解 出 二 个 值 m Fü 血 ， 它 们 分 别 是 卫星 出 地 影 和 进 地 影 时 的 纪 
度 角 , 再 换算 为 柜 应 的 卫星 出 地 影 和 进 地 影 的 世界 时 . 卫星 在 地 
影 外 的 条 件 要 求 观 测 卫 星 的 时 间 限 制 在 它 出 地 影 之 后 和 进 地 影 之 
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前 ， 在 (7.231) 式 中 , шарак ‚> > WA 


a< х ,这 时 方程 无 解 。 саша янв 


而 不 会 进入 地 影 。 

G) 卫星 必须 飞 过 观测 站 上 空 . 

卫星 要 在 地 平 线 上 才 有 可 能 被 观测 到 ， 这 不 仅 是 光学 观测 方 
法 而 且 是 所 有 其 它 观测 方法 所 必须 满足 的 条 件 。 通 常 观测 站 周转 
, 总 有 些 障 得 物 和 灯光 ,为 了 确保 观测 精度 ， 我 们 在 预报 和 观测 卫 
星 时 ,总 要 使 它 具 有 一 定 的 地 平 高 度 .我 们 令 这 个 地 平 高 度 为 h. 
在 图 7-8 中 , 设 x 和 :分 别 为 观测 站 各 卫星 ,这 时 相应 于 h 的 地 
心 张 角 为 6。 由 平面 三 角形 soz ,利用 正弦 定理 有 
А = 
(5. + k) (2 о в) 


r R 


























或 者 是 | 

с<ов(6,-+ №) 一 E сз, (7.232) 
由 (7.232) 式 可 以 解 出 

в, — месов{# cos, ) а (7.233) 
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ш 7-8 可 以 着 出 。 要 求 卫星 的 地 平 高 度 达 h НЫЙ E 

的 方程 是 
R,- $, 一 cos9,. (7.234) 

将 (7.226) 和 (7.228) 式 代 人 (7.234) 式 后 ， 可 得 高 度 要 求 的 条 
件 方程 是 : 
cosp’ сз (5 — @)сози 十 [sinising' 十 cosicosy sin(r 一 9)] 
X sinu = cos, (7.235). 

4 соз cos(s — Q) = В cosU;, sini sing -F сов} cosg’ X sin 
xG — 0) = BsinU,, 则 (7.235) 式 化 为 

Beos(u — U,) = созбу. (7.236) 

(7.236) 式 也 是 关于 “的 超越 方程 , 可 以 用 选 代 法 解 出 二 个 值 
яу 和 4， 它们 分 别 是 卫星 的 地 平 高 度 上 升 到 љ 和 下 降 到 h 时 
的 纬度 第 ,再 进一步 换算 为 卫星 出 和 没 “ 地 平 "时 的 世界 时 。 卫星 
飞 过 观测 站 上 空 而 能 被 观测 到 的 条 件 要 求 观测 卫星 的 时 间 限 制 在 
它 的 地 平 高 度 上 升 到 b, 之 后 和 下 降 到 加 之 前 . 在 (7.233) 式 中 ， 
如 果 卫 星 的 地 心 距离 > 越 小 ， 则 Ө, 就 越 小 , cosh АХ. 当 
|B| < cosg #$, (7.236) Е. 它 说 明 卫 星 有 可 能 离 观 测 站 较 
远 但 本 身高 度 又 不 够 高 而 不 能 被 观测 到 、 

我 们 采用 光学 方法 观测 人 造 卫 星 时 ， 必 须要 选择 观测 时 间 使 
它们 同时 满足 三 个 条 任 方 程 (7.227) (7.231) 和 《7.236) A. 如 果 
采用 激光 ,雷达 和 无 线 电 等 其 它 方法 观测 人 造 卫 星 时 ,只 需要 选择 
观测 时 间 使 它们 满足 条 件 方程 (7.236) 式 就 行 了 。 


$10 静止 卫星 的 轨道 及 其 稳定 性 


在 已 发 射 的 人 造 卫星 中 ,有 一 类 二 星 的 轨道 比较 符 殊 ,它们 的 
轨道 偏心 率 接近 于 9, 轨道 倾角 接近 于 0°, 运 动 局 期 与 地 球 自转 局 ! 
期 相同 这 种 卫星 属于 局 步 卫星 。 由 于 它们 停留 在 赤道 上 空 , 根 对 ， 
于 地 曾 员 标 是 静止 不 动 的 , 故 又 称 为 静 让 卫星 。 жира 
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是 1964 年 8 月 19 日 美国 发 射 的 “ 辛 康 3 5” (Synom 一 3) 它 的 
轨道 偏心 率 是 0.0028， 轨 道 倾 角 是 0208, AAAH E: 1436.2 分 
$h; 再 如 1977 年 2 月 23 日 日 本 发 射 的 第 一 颗 静 止 卫星 “ 菊 2 号 
《ETS 一 2)， 它 的 轨道 偏心 率 是 0.0002, 轨道 倾角 是 054， 运 动 周 
期 是 1436.0 分 钟 .到 目前 为 止 已 经 发 射 了 上 百 颗 静止 卫星 。 № 
止 卫 星 主要 用 于 通讯 联系 和 电视 转播 , 研究 静止 卫星 的 轨道 及 其 
稳定 性 的 问题 是 具有 很 高 的 实用 价值 。1957 年 巴特 拉 科 夫 《Ba- 
траков) 首先 讨论 了 静止 卫星 的 运动 问题 ， 后 来 塞纳 尔 和 重 波 Ж 
《Lubowe), 勃 里 茨 尔 (Blitzer) 等 人 都 研究 过 静止 卫星 轨道 及 其 稳 
定性 问题 。 下面 我 们 讨论 静止 卫星 在 地 球 引力 场 中 主要 带 谐 项 和 
田 谐 项 的 摄 动作 用 下 的 运动 轨道 及 其 稳定 性 问题 。 : 

在 (1.54) 式 中 , UET J. uj АТ ЕШР Л 和田 
谐 项 Си, Sa 的 位 函数 为 

v 4 = заар 一 1) 十 fosy 22), (7.237) 
式 中 rp 和 2, ЕЕ КАНЕ 


的 经 度 ; 6 一 6V Chris. 
由 (1.9) 式 可 得 三 维 空 间 中 的 速度 的 平方 是 
(EY - Xa sh дй, 
бе 


dr d: ds 


因而 单位 质量 卫星 所 具有 的 动能 应 为 
_ 1, dë; dë; 
T 12 УТЫ (7.238) 


我 们 仍然 采用 球面 坐标 系 ,分 别 联 Б — rE = pi = 1, H 
于 下 面 要 利用 拉 格 朗 日 方程 ， 它 在 惯性 系 或 者 空间 固定 坐标 系 中 
才 成 立 ， 因 此 这 里 的 2 是 俯 春 分 点 (这 样 才 属于 空间 阁 定 坐标 系 》 
起 算 的 卫星 经 度 , 有 4 一 和 +). 其 中 L 表示 从 春分 点 起 算 的 
地 球 赤道 长 轴 的 经 度 , 它 与 地 球 的 自转 有 关 . 显然 有 = mji, 
”是 地 球 自转 角 媚 宣 。 在 这 样 坐标 系 中 ,空间 度 规 张 最 是 : 
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1,0,0, \ 
0,0, г?сов®%р, 


将 它 代 人 (7.238) 式 中 可 得 : 
T= ir + т ++ Псой (т + 5]. (7.239) 


地 球 引 力 场 是 一 个 保守 场 ， 在 惯性 系 中 卫星 的 运动 应 当 满足 
拉 格 朗 日 方程 : 


drarV_ дЕ _ w 
FC) бк. G—123). (7240) 
其 中 工 是 拉 格 朗 日 函数 ,有 
L=T+V. (7241) 
利用 (7.237) 《7.239) 和 (7.241) 式 可 以 求 出 
ðL Әт 
9 ðt 
@ Әт, 
Əš ap TT? 
Р Е s= = сор + 1,) 
я 
1 
š СЕЮ) аз P) = rit t rega 十 和 一 二 


si зв . (7.242) 
+s (3 аар — 1) — е сотр cos 22, 


OL ВАТУ) арори + hy — 3 
г 





X sin фсозф — E афсари, 


ar ATHV) _ _ Ë ардад 
дь, Әд Pr ii 


将 (7.242) 式 代 人 (7.240) 式 后 ,可 得 这 时 卫星 的 运动 方程 是 ; 
?+ 





а оф ноот + hy = L + З (зер 
ГЫ 2” 


-1)-у8 cos'qp cos 22, 
Eco + =” + 1Y sin 2р = а 2р ‚ (7.243) 
— sin 24 соз2А, 
Фа ы Brn 
"spn + 1,)] = — сотр sin 22, 

我 们 可 以 把 地球 自转 角速度 n 看 作为 常数 。 在 (7.243) 式 中 
作 自 变量 变换 dr — wd:, 并 用 “” 表 示 对 + 的 微 商 和 令 o 一 > 
这 时 (7.243) 式 可 以 化 为 

r” — rg" — r1,(2 + X cosp = fr ,pp) 


И ; A 
тъ ре + JEO + 4) sn2p ~ Crp) 


. (7.244) 
G++ (tr yp) = (тәрә) 
其 中 
Корд) 一 rcosip 一 а + Зо (3sinxp —1) 
т? 2% 

— 398 ор cos 23, 

к= » 
. (7245) 


5 
(р) 一 (33+ 8 сов22, + =) 
Хза?ф 
RCT spalp) 一 ад, 
《7.244) 式 是 三 个 二 阶 非 线性 微分 方程 组 一 般 情况 下 得 不 间 


通 解 ， 但 是 它 与 圆 型 限制 性 三 体 问题 中 的 方程 (4.582 式 相似 ， 可 
以 得 到 它 的 一 组 符 解 。 这 组 特种 就 是 常数 解 r= rr = py 


ә, 





2 它们 同样 疲 称 为 秤 动 点 。 

将 f(roopa k) = #(ть›фа»®) = (те фев) = 0 代入 (7.245) 
式 , 由 此 解 出 秤 动 点 的 位 置 (rough)。. 首先 从 (7.245) 的 第 二 式 可 
得 sin 2m = 0 ,考虑 到 (7.245) 的 第 一 式 只 能 取 p 一 0 ,因为 若 取 


四 一 >, МЕН (7.245) 的 第 一 式 得 到 = 3J, 不 合理 的 结果 . 
Фо 一 0， 说 明 秤 动 点 应 当 在 赤道 面 上 .再 从 (7.245) 的 第 三 式 可 得 
Яа 2% 一 0, 由 此 解 得 一 0 或 者 = 和 bm ERAS, 前 者 说 


明 释 动 点 是 在 地 球 赤道 的 长 轴 方 向 上 ， 后 者 说 明 还 有 秤 动 点 是 在 
地 球 赤道 的 短 轴 方向 上 ， 最 后 再 将 它们 代 人 《7.245) 的 第 一 式 , 可 


ПМ = (i+ аз 8, АЕБ РАНА, 


号 个 应 于 短 机 方向 . б Рл ЕЛЕ, 可 以 以 r, a= 
(22 为 初 值 ,根据 Л 和 有 的 数值 采用 迭代 法 求 出 r = 42090 
公里 和 42060 АН. 因此 方程 (7.244) 式 总 共有 四 个 释 动 点 ; 
在 赤道 长 轴 上 上 有 二 个 ， 它 们 的 位 置 分 别 是 m 一 0, а 0, r= 
42090 公 时 和 фо = 0,% 一 ,ro == 42090 公里 ;在 赤道 短 轴 上 也 有 


二 个 ,它们 的 位 置 分 别 是 m = 0, -& 1042060 公里 和 p= 
0,4= =, re = 42060 公里 。 


由 于 地 球 赤道 长 轴 和 短 轴 的 方向 很 难 完全 确定 ; 卫星 发 射 的 
控制 系统 精度 也 有 限 ， 这 样 卫星 也 不 可 能 准确 发 射 到 秤 动 点 位 置 
上 ;另外 ， 由 于 日 、 月 和 其 它 摄 动 的 作用 ， 也 会 使 卫星 偏离 秤 动 点 
№; МАЕ энда тиен) AEE EE 
性 问题 . 

Е еы оа Н д.9 
K o ДНЕВЕ АННИНО БОЯ r Bj k RI СКЕ 

r=r +A, 4 = 050, p=? 
r = А, k =, g = # +. (7.246) 
=A, ды, g =] 

УЫ 





将 faz 和 天 在 释 动 点 处 展开 , 利用 h = g — h — 0 和 忽略 
编 差 的 二 次 桔 及 其 以 上 项 时 有 


1- (2. А+ (55) (9) 
| (7247) 





人 的 人 
‚ая (+ 


рая КИЕК А. 
由 《7.245) 式 很 容易 得 到 : 


(@) 1+2 Е 


2 Ec 


Әр! Ər), Van’, 
j-p (G 
(1.248) 


将 (7.248) 式 代 和 人 (7.247) 式 后 ,可 得 : 
it а, 0, O/A 
7 一 2 ofe) (7.249) 
(А 0, 0, 2/0 
其 中 
= (2L) m 3 4 +38 1 hg) = 
* E, заа + ОС) ~ 3 
b=- -(2-) = = + оС) . (7250) 


8), /, 


1=— (98) 1+3. Д 
4 (8) 1+ £ ООН! 


将 (7.246) 和 (7.250) 式 代 人 (7.244) А, ана — 
二 次 短 和 其 以 上 项 时 可 得 偏差 方程 是 ; 
‚32 - 





А” —аА— 219 = °| 
6 十 1 十 2A 一 0 |. (7.251) 
ò+ 28 = 0 | 

《7.251) 的 第 三 式 是 振动 方程 ,其 解 为 

8 = 8,cos (ст) + а, sin (сту (7.252) 
由 (7.252) 式 可 以 看 出 卫星 仅仅 在 赤道 面 附近 作 振动 ,而 不 会 
远离 赤道 面 。 由 于 r 一 wz， 故 振 动 局 期 为 2 = Z 即 一 个 恒星 
H. 而 dng 一 sinisinz,# |8] =de] < ;这 说 明 其 振幅 不 会 
超过 卫星 的 轨道 倾角 。 
(7.251) 的 第 一 和 第 二 式 是 常 系数 线性 齐 次 方程 组 , 可 以 用 消 
RRM. BRUDT D RRE, RINE) 第 二 式 对 
+ 求 二 次 导数 。 其 中 РА 用 第 一 式 对 求 一 次 导数 代 人 ，DA 
仍 用 第 二 式 代入, 结果 可 得 : 
р (D: + 240° + В) = 0, (7.253) 
其 中 

A= 2 十 二 一 全 = 14 Не) об) s 1 1 
B m а = + # +00) 


(7.254) 


《7.253) 式 的 特征 方程 是 2° + 242 + B 一 0, 其 特征 根 为 
v= Аку В, (7.255) 


ВА» p Л C B = а(1 Е Z) 于 是 (7.255) 式 化 为 


—24+ È x 1, 
24 


v- (7256) 
-E = + 经. 
24 ni 


жипке ЖЫН а ЕЮ Пери. 
如 果 在 (7.256) 式 中 取 正 号 , 则 解 出 四 个 特征 根 为 


КТЕ рее yas — 68 
ry 


re 





相应 9 的 基 解 是 : 
| f; У: У: 
созт, ат, еъ, е T” 

07.251) ИКА еН - 6” + 09 + 2 д"—0 
或 者 A” — — 5 (” 十 89)， 将 它 代 人 (7.251) 第 一 式 并 利用 
(7.250) 58; ROTURA TEENA новая. 

А (219) = ie Ө” +59 + 40) 


5 一 те” + 40), (7.258) 


М (7.258) 式 可 以 看 出 A 的 基 解 与 的 基 解 形式 相同 ， 当 
t= 00 if r> o, A oo 和 和 一 c. 这 说 明 对 应 于 赤道 
НЕ НЕВЕ, ЯНА 
无 限 航 地 远离 秤 动 点 。 
如 果 在 (7.256) 式 中 取 负 号 , 则 解 出 四 个 特征 根 为 
ді, А i, С 24 = VE 


го 





相应 8 的 基 解 是 : 
cost, sinT, = (У .), =(Уё 2), 


故 得 卫星 在 经 度 二 的 偏差 是 : 
8 = c,cosr + crsinr 十 ск r) + asa (V 路 
(7.259) 
将 .7.259) 式 代 人 《7.258) 式 后 ,可 得 卫星 在 向 径 上 的 偏差 是 : 


+324. 


_ _ 
Аа йат 8 дове + (9 (00 D 
2 2 3 ry 


ыы), C7260) 


这 里 的 e сз, су, é 和 (7.252) 式 中 的 а, 8, 都 是 积分 常数 ， 
它们 可 以 根据 初始 条 件 来 确定 . 

(7.252), (7.259) 和 (7.260) 式 说 明 对 应 于 赤道 短 轴 上 的 秤 动 
点 是 稳定 的 ， 当 卫星 稍微 偏离 赤道 短 轴 上 的 秤 动 点 时 ， 它 将 会 在 


这 二 个 群 动 点 附近 作 膨 期 振动 。 振 动 的 周期 有 二 种 。 一 种 是 2 ， 

为 1 恒 显 日 , 称 为 短 周期 变化 ; 另 一 种 是 т 约 为 2 年 , 称 为 
п 

长 周期 变化 ， 因 此 卫星 的 续 度 偏差 是 短 周期 的 ， 而 经 度 和 向 色 的 

偏差 有 短 周期 和 长 周期 二 种 ， 

为 了 估计 一 下 这 各 周期 变化 的 振幅 有 多 大 ， 我 们 可 以 取 一 组 
初始 条 件 ， 将 卫 玫 准确 地 发 射 到 稳定 的 冬 动 点 处 而 仅仅 在 经 度 上 
咯 有 偏差 (事实 上 地 球 赤道 短 灿 在 赤道 面 上 的 方向 并 不 能 准确 确 
Ж)» ЦЕ + 一 0 时 ，9 一 0,,6, — As 一 Ai 一 0。 将 这 组 初始 条 
件 代 人 (7.259) 和 (7.260) 式 后 ,我 们 可 得 ; 

e, + e, = 0, r +48, =0 
r. 





= = (7.261) 
АУ ыу. ЗН VY! 
ro РА 3 


由 (7.261 式 ,很 容易 求 出 a = —М(1 组) o, > М, 
ғо т п 


а= (1+ у, = 6, = су = 0. 将 它们 代 和 人 (7.259) 和 (7.260》 
式 后 ,可 得 : Ө 
o = Ване + bucos( sn 


" (7.262) 
А = - 10,sinr + "в, ла (ув) 


BEJ] 


由 《7.262) 式 可 以 看 到 : 
《1) 长 局 期 变化 的 北 幅 比 短 周期 变化 的 振幅 要 大 得 多 。 对 于 


ERRE пән 一 4.5 x 107; 对 于 向 径 偏差 ,它们 之 比 为 


Ja 一 7.8 x 10?。 因 此 起 主要 影响 的 是 长 周期 变化 -。 
(2) 在 长 周期 变化 中 。 经 度 偏差 的 振幅 比 向 径 偏差 的 振幅 要 

3 
хе „епз, 一 177。 经 度 价差 的 振幅 主要 取决 于 它 


的 初始 偏差 0. 因此 地 球 引力 场 位 函数 中 田 谐 项 ( 即 经 度 项 ) 的 影 
响 主 要 反映 在 经 度 偏差 上 

由 上 面 讨论 说 明 如 果 把 卫星 发 射 到 池 球 赤道 短 轴 上 的 释 动 点 
处 而 偏离 不 大 的 话 , 它 将 会 稳定 地 在 释 动 点 附近 运动 ,可 以 用 来 作 
为 通讯 工具 。 
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第 八 章 正则 变换 理论 和 中 间 轨 道理 论 


采用 分 析 方 法 来 研究 天 体 的 运动 是 天 体力 学 的 基本 内 容 之 
一 .正则 变换 理论 和 中 间 轨 道理 论 是 天 体力 学 分 析 方法 中 二 个 重 : 
要 的 内 容 。 

正则 变换 理论 是 研究 当 进行 变量 变换 时 天 体 的 运动 方程 仍然 
保持 正则 形式 的 一 种 理论 。 通 过 正则 变换 ， 能 够 使 运动 方程 出 现 " 
越 来 越 多 的 循环 积分 ， 最 后 变 为 一 种 完全 可 积 的 形式 .中 间 轨 道 
理论 是 研究 一 些 比 二 体 问题 更 接近 于 真实 情况 的 轨道 模型 的 一 种 
理论 . 选择 -- 些 中 间 轨 道 使 它们 最 接近 所 研究 的 真实 情况 而 又 是 
完全 可 积 的 .正则 变换 理论 和 中 间 轨 道理 论 不 仅 在 理论 研究 中 具 
有 重要 的 意义 ， 而 且 在 解决 实际 问题 上 也 有 广泛 的 应 用 ， 

本 章 主 要 介绍 正则 变换 的 充 要 条 件 ， 天 体力 学 中 常用 的 正则 ; 
变量 , 德 治 勒 - 柴 倍 尔 (Pelaunay-Zeipel) 变换 和 李 (Lie) 变 换 ; 中 
间 轨 道 和 二 个 不 动 中 心 问题 ， 斯 特 恩 《Sterne) 型 中 间 扫 道 , ЖЮ 
(Vinti) 型 和 阿 克 谢 诺 夫 (AkceaoB) 型 中 间 轨 道 等 ， 作 为 实际 应 用 ， 
本 章 还 利用 所 介绍 的 正则 变换 理论 和 中 间 轨 道理 论 来 研究 人 造 卫 
星 在 地 球 引力 场 中 的 运动 情况 ， 


$1 正则 方程 和 正则 变换 


一 个 质点 在 空间 中 的 位 置 可 以 用 直角 坐标 表示 也 可 以 用 其 它 
曲面 坐标 来 表示 。 例如 第 一 章 所 提 到 的 球 画 坐标 。 柱 面 坐标 或 者 
档 球 坐标 。 在 讨论 刚体 转动 时 ,我 们 采用 玖 拉 (Euler) 角 会 更 方便 ， 
些 . 因此 在 实际 运用 中 ,我 们 往往 引 人 一 种 抽象 的 坐标 , 它 可 以 是 1 
长 度 , 也 可 以 是 角度 ， 我 们 称 它 为 广义 坐标 ,用 9 来 表示 。 相 应 的 
速度 称 为 广义 速度 ， 用 4 来 表示 。 广 义 坐 标 9 组 成 的 空间 称 为 构 ` 
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形 空间 .如 果 这 个 系统 有 ”个 自由 度 , 则 人 MAG = 1,2,6, 
号 完 全 确定 了 这 个 系统 的 运动 。 

在 物理 上 常常 利用 动量 代 葵 谴 度 ， 于 是 引信 广义 动量 p 来 
RE 4, 它 的 定义 是 п От. ттан, 广义 动量 
斯 组 成 的 空间 称 为 动量 空间 。 由 g; 和 р 合成 的 空间 称 为 相 空 
间 。 在 这 24 维 相 空间 中 的 一 点 = — ( ° ERRAR 
统 的 运动 状态 , 称 为 代表 点 ， 

EDAR ВЯ НОГА Н R Hamilton) 原理 
可 以 得 到 9 和 所 满足 的 方程 是 : 

ЭН 


4 = „= > Ва: G= tr ж) (8.1) 


其 中 ~ > һа — (T + U) = H(q,p,1) € c9, с 表示 函数 


яна» Ил, 通常 称 为 ” 38. U 
是 这 个 系统 的 力 涵 数 。 方程 式 (8.1) 是 1834 年 由 哈密 顿 得 到 的 ， 
形式 简单 而 又 对 称 通常 称 为 哈密 顿 下 则 方程 或 简称 正 刚 方程 。9 
ТРЕЯ И, H КОО ВАЎК, 


如 果 * 一 (= 2п 维 相 空 间 中 一 个 24 维 向 量 , ВН 


ВН, ç co 是 一 个 标量 , 则 正则 方程 (8.1) 式 可 以 写 为 
£ + IH, = 0, 
其 中 Н, 是 2а 维 向 量 





ӘН 
Ox 
H, =| : | (8.3) 
ôH 
д». 
TÆ 25027 
0 EN 
7 一 е Д (8.4) 
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EEE ЫЕ. MOOREA 1 一 17 一 一 ! 或 者 
5% 
FI = E, II = —E. (8.5) 
这 里 r 和 r 表示 工 的 转 置 矩阵 和 着 第 隆 ， EJ 2n АВВ 
阵 。 另 外 还 有 
det! = 1, (8.6) 
式 中 deu 表示 了 的 行列 式 . 
如 果 哈 密 顿 函数 互 不 包含 基 一 广义 举 标 g;， 这 时 由 (8.1) 式 
可 得 方程 存在 一 个 积分 р = const， 使 运动 方程 降 一 阶 ， 这 个 从 
标 称 为 循环 举 标 或 者 可 进 毕 标 ,这 个 积分 称 为 循环 积分 ,如果 特 环 
举 标 越 多 则 出 现 短 环 积分 越 多 ,方程 狂 的 阶 数 也 越 多 ， 当 а 一 
2，… ,者 成 循环 坐标 时 ,方程 能 够 完全 积分 ,结果 是 : 
P= pos qi = яв | z (8.7) 


веро 


其 中 积分 常数 оо, Ро 是 初始 时 刻 名 时 的 值 。 

上 述 过 程 可 以 通过 变量 变换 来 实现 。 但 是 要 求 经 过 变换 后 的 
运动 方程 仍然 具有 正则 形式 ,这 种 变换 称 为 正则 变换 ， 

我 们 进行 变量 变换 ， 设 变换 后 的 广义 坐标 和 广义 动量 分 别 是 


om p, 有 w 
Qi = 0,64, ----- Ж БЫ р.) | 
人 n) 
ia Ta ra P.) 
(8.8) 


0; 和 P; 构成 这 24 维 相 空间 中 另 一 个 代表 点 ,可 用 y 一 (жа 
示 ， 这 时 (8.8) 式 也 可 写 为 


y = у(х). (8.9) 
有 (2,1) є cP, 则 通过 (8.9) 式 变换 后 的 新 的 正则 方程 应 是 ; 
y+ IK, = 0. (8.10) 


其 中 к= КО) € с” ЖАШАЙ, 经 过 变换 后 可 能 使 
它 不 包含 某 个 坐标 Qi 





$2 1ЕЙГ АНК ЛЕ И БЕ 


定理 :在 24 维 向 空间 和 时 间 构成 的 za 十 1 维 空间 的 某 一 
区 域 中 ,向 量 函数 у = у(х) 及 其 反 函数 ( 逆 变换 ) z — (ун) 
єс, НИТЕ der xs 0, RE r — y, m Р» -yo 


Р(х, ож.) 
ЕЕ КЕ ЕЕ. MWA y= yle) = 是 
正则 变换 的 充 要 条 件 在 24 + Y 维 空间 的 某 区 城中 ， 存在 一 个 标 
最 常数 4 使 得 : 





TII ТЧГ = gl, (8.11) 
其 中 |н] 一 |деГ]Ч", a ТЕАИ ЗЕ T. ХИН 
函数 : 


K — zH + R. | (8.12 
这 里 R= RC) € 2 是 一 个 标量 函数 , 它 称 为 余 函数 ,有 
R, = IY (8.13) 
证 明 : 由 于 y = (2,0) 故 有 
y — y,X + y, = ТА + y,, (8.14) 
detr = 0, Ñ| Г" 存在 ,利用 (8.5) 式 ,由 C8.4) 式 可 得 : 
eTO —у,) = ГКу+ Hy), (8:15) 
正则 变换 后 日 (x,?) > НО»), РЕВЗИН 
н: ~ Hiy, = НТ, (8.16) 
利用 线性 代数 知识 可 将 (8.16) 式 两 边 转 置 后 化 为 
H, = TB。 (8.17) 


将 (8.15) 和 (8.17) 式 代 人 《8.2) 式 后 有 
z+t IH, 一 [GO 十 17 和 十 ITITE 7， (8.18) 
车 (8.11) 式 成 立 , 则 (8.18) 式 化 为 
£ + IH, = Т7 + Пу, + Iph) 
ту + Пу, + Iph), (8.19) 
式 中 上 是 与 *、)z 无 关 的 常数 。 Ç 
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BF K = zH + R, k K, = pH, + R, == pH, + Iy, 
将 它们 代 人 《8.19) 式 后 有 : 
£+ IH, =T (y+ IK,) = 0, (8.20) 
《8.20) 式 可 以 认为 是 关于 J+ IK, М 个 线性 齐 次 方程 ， 其 系 
数 行列 式 der x 0,， 故 只 有 零 解 得 : 
y IK, = 0. (8.21) 
(8.21) 式 说 明 变 换 后 方程 仍 保持 正则 形式 ,因此 (8.11) 式 的 条 件 是 
充分 的 . 
反之 ， 如 果 变 换 是 正则 的 ， 这 意味 着 (8.13) 式 成 立即 R, 一 


Ту. Вы ОК ВЕ (ран 1,2, 8 
y. НР Е, бу,бу; = уду, 0,1—1,2, А 


п) ИЕР, БОН: 


ауу, = UI). (8.22) 

但 是 x* 和 +: 也 互 为 独立 ,对 他 们 的 偏 导 可 互 易 故 有 
: T, = (у), = 90, = D) Ye = ОГ. (8.23) 

由 (8.23) 式 可 得 ; 

О), = РГ“, (8.24) 

їй Uy), = y), = ПТИ 
| Іт," = ати“ (8.25) 

8 (ту = (гуз, = 一 1, 故 (8.25) 式 成 为 

ту = (Tr) tr = TO (8.26) 


将 (8.26) 式 两 边 前 后 分 别 乘 Tr Г, WE ГГ, + PHT = 
0. 或 者 是 : 
(TID), 一 0。 (8.27) 
(8.27) 式 说 明 ГГ ERRUER. WEER PT 可 以 写 为 形式 
KDI, BETE дї) 一 常数。 这 就 意味 着 存在 一 个 常数 标量 
使 得 《8.11)》 式 成 立 。 它 说 明 该 条 件 是 必要 的 . 
将 (8.11) 式 两 边 取 行 列 式 可 得 : А 
detpdetrdetre = det( gi). (8.28) 
ЭР 21 阶 方 阵 上 有 delal) — p'detl Т ает" = дег. 
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将 它们 代 和 人 (8.28) 式 并 利用 (8.6) 式 可 得 : 
и" = (ету 或 者 ia) 一 der (8.29) 
正则 变换 的 充 要 条 件 (8.11) 式 在 实际 使 用 中 不 太 方便 ,我 们 
往往 利用 泊 松 (Poisson) 括 号 和 拉 格 朗 日 括号 来 表示 。 


ж (вы — (JE зе янар. яв. Ж 


y 的 第 1 和 第 m 个 分 量 ，!m = 1,2,20, RIE: 
Оп). (8%, ZL). Gl.) 08.30) 














Br xita 
于 是 | 
0, Е ду. z 
e =: | _ =; +, 
Қу,): ду. әу, | (8.31) 
TE, 0] (аг 7 х, 
将 (8,30) 和 《8.31) 式 相 莱 可 得 : 


ду, ду ду, д, 
Орао): = Sla Be эр ©), G32) 
习惯 用 的 浪 松 括号 定义 为 
С Oy д. Ән Әу Y 、 
O.) = (ва ар ), 633 








хь, дх; Әх; +. 
于 是 由 (8.32) #0 (BIDRA {VIn} = OO) 或 者 
Сузу.) уу = TIT". (8.34) 
将 正 由 变换 充 要 条 件 (3.11) 式 代入 (8.347 式 后 可 得 : 
(IYn) А, От 1,2,5 2в) (8.35) 
或 者 
{Р;Р,}, {P;, О,} 0, —Е 
(ээ) боо -ee 70). 
Cd wer lod ee n) (8.36) 
由 (8.36) 式 有 


ФР, Р) = (9;,9;) 一 9 (01, Р) — —((P,,0,)) 一 
&E， 基 此 正则 变换 的 充 权 条件 是 泊 松 括号 必须 满足 
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{Pis P;} = {0;,0,} = 0,(0,,Р,) = —(P,,Q;] ~ ябу. 
， (一 1:2， п) (8.37) 
由 《8.33) 式 知 (8.37) 式 中 的 
(909, Әр; д0; ӘР, 
(0,6) = >G и) 
ЕВ | 
如 果 将 * 和» 互 换 一 下 ， 上 面 推算 也 成 立 。 这 时 (8.37) 式 变 


(838) 


Хк 
{мәр} = {gg} = 0,04) = (р) = иди. 

Gj = 1,2, 444... > (8.39) 

s f да; Әр; д 

enan Си эң vateatea M 


(2.9) WRM. 














B Da 
Р ду; Н 
на h вела) мо 
ду, 
ж А ôs, 
tge (99 Әү OE ү y, 
= (= ду, Деу р) Өк. 
`5у. | 
Өх; Briss Әх, Өш 
- 5% э ру у, ), (8.41) 
SHR HHB LADA B KE SEND 
2 (xi. ду; Әх», Öz 
у = 3068 ду. Әу. ss). өл) 
于 是 由 (8.41) 式 有 
[yy 228 (842) 


我 们 知道 y, = ух, = Га = E, # з, =T, FÆR) 
得 到 : 
([yoys]) = Из, = GEIT OTT 
333° 





= (TITO = ITY T (8.44) 
比较 (8.34) 和 (8.44) RE UFA LES ЮЖБ SDI 
ÉS НЕЕ жие нж ПЕН ВН. 

ЖЕНЕ СЖАЛ (8.44) и НИ: 
(уу. = САУ фич, (1,т == 1,2,-..26) (845) 
因此 关羽 (8.35) 式 可 得 这 时 拉客 朗 如 括号 必须 满足 

[P,Pil ~ [9,,Q;] ~ 0,[Q;,P;] = —[Pi,Q;] = и, 

Gj ,2 а) (8.46) 
这 里 


2190, ор T OP, 90, 
[РР], 0;,0;1Ж1 [P,,Q0,] 类 似 . 
如 果 进 行 二 次 正则 变换 y= y(r), z = (ум) en, #E 
们 的 变换 矩阵 ， 乘 子 和 余 函 数 分 别 是 Г, а. 和 ГВ, M 
不 难得 到 二 次 变 欣 的 变换 和 矩阵、 和服 子 和 余 函 数 为 
T= Г, рад R = mR, + R, (8.48) 
如 果 第 二 次 变换 是 逆 变 换 即 x ~ х(у,), MERA n= 
Гм и R, 一 一 后 !R， 代 人 (8.48) 式 结果 是 了 一 了 ,pz 一 


s f де д, д, 
соғ = D(L be Эһ ош) (8.47) 


换 


( 称 为 乘法 ), 由 于 正则 变换 后 变量 仍 为 正则 ,可 以 连续 施行 正则 变 
换 且 有 恒 等 变换 和 逆 变 换 存 在 ， 因 此 一 力学 系统 的 正则 方程 式 的 
所 有 一 切 正则 变换 可 以 构成 一 个 变换 群 . 

МЗТ e= 1 BD der 一 1 时 ,这 种 正则 变换 称 为 接触 
变换 .天 体力 学 上 所 用 的 主要 是 接触 变换 , 它 作为 正则 变换 的 一 部 
分 构成 它 的 子 群 . 接触 变换 后 的 新 的 哈密 顿 函数 K — H + R. 

如 果 变 量变 换 中 不 显 含 Ву == y(2),z = z(y). 这 时 一 
0， 余 函数 R 一 9， 故 К ин. 我 们 称 这 样 的 正则 变换 为 保守 
EWER. EXA za 一 1， 这 时 K— H 即 哈密 顿 函数 保持 不 


Ы 


1,R = 0, ШЖ K — H 即 不 变 , 这 就 是 y 一 x HEFE 


车 以 正则 变量 为 集合 中 的 元 ，、 以 二 次 正则 变换 为 集合 的 运算 





变 ， 这 种 楼 触 变换 称 为 完全 正则 变换 . 
另外 , 接 般 变换 的 充 要 条 件 还 可 以 表示 为 


ПРЭСА = Пр (8.49) 


积分 是 对 相 空 间 z 一 ( ? ) 中 所 有 二 维 面 "进行 的 。 (849) дв 


为 邦 加 雷 - 卡 当 《Poincar6-Cartan) 积 分 不 变 式 。 
相 空 间 中 的 变换 参数 群 : 


09) | ww 
g 49: 
定义 为 相 流 。 这 里 o, ў N 


Со) 满足 (8.1) K. 这 样 





. а 
(8.49) RAR > dado: g'D 
相 流 的 一 个 绝对 积分 不 变 
Ж. 如 果 n 一 1, 则 2x 维 Е 


相 空 间 变 为 想 平面 ， 这 样 就 得 到 刘 维 尔 (Liouville) 定 理 : 相 流 是 
保 积 的 ,这 意味 着 相 平 面 中 任 一 区 域 D 有 gD 的 面积 等 于 DD 的 面 
Bo 如 图 8.1 жж. 

根据 分 析 力 学 知识 知道 正则 变换 可 以 通过 寻找 合适 的 母 函 数 
《或 称 生成 函数 ) 来 进行 。 如 果 选 取 的 母 函 数 适 当 ， 使 它 所 确定 的 
正则 变换 在 变换 后 有 较 多 的 循环 坐标 ， 那 么 通过 л 次 正则 变换 就 
有 可 能 使 方程 完全 积分 得 出 家 (8.7) 式 那样 、 由 《8.8) 式 知道 在 四 
组 变量 9、p.8 和 ?中 ， 仅 有 二 组 是 独立 的 ， 我 们 以 不 同 的 变量 
作为 独立 变量 ， 那 么 母 函 数 形式 及 由 其 所 确定 的 正则 变换 也 就 不 
闻 ,于 是 它们 可 以 分 为 下 列 四 种 形式 。 

《1) 以 4 和 为 独立 变量 . 

车 存在 一 个 数量 函数 S(q,Q.,D € 2, HER S, ЗВ 
SH 4,0 的 海 赛 (Hesse) 行 列 式 det(Sro) > 0， 则 2” 维 相 空间 
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А Р 
(G ) K (ja 并 
95 95 
b= одр = Pi(9,0,7),P = — 90; = (4,01). 
(= 1,2,:--я) (8.50) 


是 一 个 正则 变换 . CHRT 上 一 1， 余 函数 R = DS asee 


шайх K= H+ 05. 
(2) йя 和 P 为 独立 变量 . 
BASCAP) € e, Н detCSe) 0, ЙН 
n= 08. (яр), 0, = -95- — 0,(a,P,D 


дд; ӨР; 
G =1,2,---,m) (8.51) 
ВУЗОВ ЛЕА, 它 的 “一 1， R < ÎE, к= 
95 
Н+ 


作为 特例 , 若 取 天 ~ 0 即 у (7) взи 维 向 空间 中 的 一 


пата) | 
5.205. OS. руд, с. 
Pi 5g” в. Өш, G= 1,2,+ея) (8.52) 
另外 有 Р 
85 +н-о (8.53) 
д 


1853) 式 就 是 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 ， 
G) 以 了 和 8 为 独立 变量 . 
ЖОН 5(р,0,0) ес», Н det(5,9) 关 0， 则 由 


95 95 р 
4 9(р,0,2),Р, = — зо, = Pi(p, 0,1). 


дь, 
(8.54) 
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ЕЯ ЛЕЕВ инь В 95, к=п 


95 
тар? 

(4) 以 和 为 独立 变量 

EU S(p,P,r) € c, H det(S,,) * 0, 则 由 

95 95 _ 
q=- E (Ри), 0 一 a О,(р›Р.), 
@—1,2,+›л) (8.55) 

所 确定 的 变换 是 一 个 正则 变换 , 它 的 инь R— 05, к=н 
+95 

ә; 


对 于 不 局 的 问题 ,可 以 选择 这 四 种 正则 变换 形式 中 的 一 种 .最 
然 在 这 四 种 正则 变换 中 ,新 \ 旧 变量 之 闯关 系 都 旺 隐 勇 数 形式 ， 如 
果 新 旧 变 量变 换 中 不 最 含 + 即 为 保守 变换 ，。 则 母 函 数 UTEE 
„Кен. 

在 天 体力 学 中 党 用 的 有 下 列 几 组 正则 变量 . 

G) йн. 

德 洛 勒 在 研究 月 球 运动 理论 时 首先 采用 了 一 组 正则 变量 ， 它 
与 轨道 根 数 之 间 关 系 为 

L= Миа, G— VG — 2) 


H = V aQ — A cosi ， (8.56) 
1 М =ni — r), то, Б — Q 
这 时 运动 方程 为 
dL дЕ dG_ OF dH _ OF 
dt O dt Ge dr а 











а Әв ар ӘБ ал _ 98° (852) 
а; ðL’ ағ 96” dr ôH 


Ямаа 
| Р + Е, й (8.58) 


L? 


ЕА 


КРАЖИ, n= GM + му, M. 和 XIZIR 
的 质量 . 
(2) 庞 加 来 变量 。 
为 了 简化 摄 动 医 数 的 展开 式 , 庞 加 来 提出 了 一 组 正则 变 晤 ,这 
组 变量 只 有 一 个 角度 , 它 是 
L, š = М — G)sin (g +4) 
p= VG C H)sinh ‚ (8.59) 
1 — + +В, = /2(L — G)cos(g + h) 
q = УК — H) cosh 
这 时 运动 方程 为 


dL ôE åE „ОР ар ôF 
dt д” dr ду dt д4 


ё 3R drn ôE dg .apl CO 
ds ðL? ds дЕ’ а др 
ки #ЧЛ E 
P= +a, (8.61) 


式 中 及 为 摄 动 函数 
(3) 无 奇 点 德 洛 勒 型 变量 ， 
我 们 知道 在 摄 动 运 动 方程 中 ,具有 。 一 0, i 一 0 和 i 一 x 的 
奇 点 ，1962 年 科 亨 (Cohen) 等 提出 一 组 无 奇 点 的 变量 , 它 是 
go = icos че» To + ot M) 
@ = ріп icos HG — о — M) 
A о 
n= phia Liia 200 —0—м) аб) 
Фф = pcos Jida 20 + wt M) 


e, = ecosM 


в, = 一 csin M 
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! 其 中 P= Q — D. . 
И, ФП Т ВЗР ОТКА А S 
BENSE, CË 


E; — 22 cos т ж 2205 5 G= 1,2,3) (8.63) 


其 中 =, м 
1 LZ 
Z= y +H), 2, © H) 


2 二 (一 6) amiteth f (8.60) 


ве +24, n=2 
无 奇 点 德 沼 勒 型 正则 变量 (8.63) 和 《8.64) 式 实际 上 是 由 无 奇 
点 变量 (8.62) 式 变换 过 来 的 .它们 之 间 的 关系 是 
Ei = 224, m 2800 Б 
Ве о т 280. 
p — мд“ duaz | (865) 
G+ мге) a += Тул” 


$3 德 洛 勒 - 柴 倍 耳 变换 


1. 基本 原理 

由 上 节 我 们 可 以 看 出 通过 正则 变换 能 出 现 循 环 举 标 使 试 动 方 
程 降 阶 ,最 后 得 到 完全 积分 (8.7) 式 ，1916 年 汉 - 柴 倍 耳 (Von Те. 
ipel) 在 研究 月 球 运动 理论 时 提出 一 种 变换 : 它 以 德 洛 勒 变 最 为 正 
则 变量 ,采用 形式 为 (8. 51) 式 的 正则 变换 ， 通 常 称 为 德 洛 勒 - 柴 倍 
耳 变 换 。1959 年 勃 劳 威 尔 (Brouwer) 利 用 德 洛 勒 - 柴 倍 耳 变 换 来 讨 
论 人 造 卫 星 在 地 球 引 力 场 中 的 运动 ,得 出 卫星 运动 的 一 阶 理论 。 

攻取 地 球 引力 场 位 函数 的 模型 是 (1.51) 式 , 则 由 (8.58) 式 可 得 
这 时 的 哈密 顿 函 数 为 


r- #— Јав, (8.66) 


F тт 


. M8* 





Мир ‚= ao, sap жайа 0); але MEG, 


H 的 关系 为 (8.56) 式 ; f 255 1 302 有 关 . 

由 (8.66) 式 知 A 是 一 个 循环 坐标 ， 如 果 通 过 二 次 正则 变换 依 
次 使 新 的 哈密 上 顿 函 数 不 再 含 /和 g， 这 时 所 有 的 广义 坐标 都 成 为 
循环 坐标 ,于 是 运动 方程 就 得 到 完全 积分 。 HT i 一 М, z—o, 
它们 是 以 三 角 函 数 形式 出 现 . 包含 它们 的 项 ， 我 们 分 别称 为 短 周 
期 项 和 长 周期 项 、 因 此 这 样 做 法 实质 上 是 通过 正则 变换 依次 消去 
短 局 期 项 和 长 周期 项 , 在 求解 的 过 程 中 得 出 短 周 期 项 ,长 周期 项 和 
长 期 项 . ` 

2. 第 一 次 正则 变换 (消去 D. 

为 了 方便 起 见 ， мя янь иная 
度 、 质 量 和 时 间 单 位 使 x = 1. 

在 人 造 卫 星 运动 理论 中 , 以 地 球 赤道 平均 半径 a, 一 6378.160 
公里 ， 地 球 质 量 М(и 一 GM 一 398603 1/0), 806.813 或 
13.4469 分 钟 分 别 为 长 度 ， 质 量 和 时 间 单 位 。 这 时 (8.56) 式 变 为 


L~ Ме, с-м 





н а ёге! 2 
р=юу TAM ва 
(8.66) 式 变 为 
了 一 Po 十 P. + АР, 2 (868) 
其 中 
Fo 一 a (8.69) 
P, = ŠP ing) = 2, (YG заа), (870 





АЕ = — + А (8.71) 
= 


本 节 先 考虑 1, 项 的 摄 动 , 故 在 (8.68) 式 中 可 令 АЕ — 0. 
由 (8.70) 式 知 F, 中 有 短 周期 项 和 常数 项 两 部 分 ， 我 们 先 把 


-N 


N 
, 





“г 





它们 分 离开 ,并 分 别 用 Б. 和 Re RER. N FRPSE F. 一 
1(= = 1 "ү а 
ы, PODAM, здам 一 (5) а, = 


Ты Д 











1-а 

#1 可 得 : 

I ОКНА > Qe 
вв = (1 Tas) 


— L+ ес fy inip ~ sinisin (f + g) = ыч! 一 с›з2(+ 


J, TA ENO 
-a-e a(i + eosi) 


Е м1) Р (8.72) 
Се Pi 一 Fe 一 Af — Знач С) саум 


+ Зое (+ 8} 


- тыл» + в), (8.73) 


式 中 





1 з J: -3( =) . (e: 
L+ > Ba 8.74 
2 2 б 2 б, (8:74) 


am (5) К (zy , а= (2) cos2(f + g). (8.75) 


T: G 
它们 分 别 是 与 ! 无 关 的 常数 项 和 与 工 有 关 的 短 周 期 项 。 i 
车 令 
at = (2) -nF (z) . (8.76) 


G 
风 由 (8.72)、8.73) 和 (8.76) 式 有 : 
Fim Pu + F. = т + Ва) (8.77) 


"зч. 





япасанетнемаа(?) (Ppa e= E, 


G,H), q= Gr) RIP = (E,C',H), 0 ~ (Т, „®/). 由 于 
变换 是 保守 的 ;这 时 母 函 数 也 不 显 含 +。 根 据 (8:51) 式 ， 我 们 要 叶 
А-В S= SC ,0 Н ,1,8,4)， 使 得 : 


as 95 95 
L= 2° с-= 2. H = 2 

а” др? Oh (8.79) 

95 55 95 |" É 


(= эг, € 396 = өн 
ВТЕ КЛЕЯ УТ Ао ЖИДЕК F* RRE и 而 且 不 
ET, REEI 也 成 为 循环 坐标 即 : | 
F* 一 Fe(L’,G',H 7). 
ЖИП УГЕ РА Span Л. ERRA: 
F* — ЕЁ + Ft + ЕТ + О(Л)). (8.79) 
S — So + S, + S, + ОЛ), (8.80) 
其 中 % 相当 于 无 摄 运 动 ; 本 身 是 可 积 的 , 因此 它 所 对 应 的 是 恒 等 
变换 即 有 : 
S= L'I + G'g + НВ, (8.81) 
$ 和 S, 表示 J, 的 一 次 和 二 次 宕 项 ， 它 们 由 F. 所 引起 故 不 含 
5. 将 (8.807 和 (8.81) 式 代 人 《8.78) 式 后 , 可 得 新 \ 提 变量 韶关 系 是 : 


"ш 1+ 25+ #® + (лу 


95 $. 
G= © + + в t OOD 
H-H 
tait 59 9% 4 обру — ` (882) 
ә Әг 


3% А 
дегея ++ 0 


; рй 95, 
k 一 十 > + 2: + в 
ан tar to 
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由 于 s Жї: 25. — 0, венче 


В*(1/,6',Н' ,9) = P(L,G,H,1,g). (8.83) 
下 面 利用 (8.827 和 《8.83) 式 逐 步 求 出 母 函数 5, зт ВИЙ Ре 
和 新 、 旧 变量 之 间 关 系 。 | 
我 们 将 (8.68) 和 (8.79) 式 代 人 (8.83) 式 ,将 其 两 边 在 变量 Г, 
GH fa lg 处 展开 .利用 (8.82) 式 并 考 虚 到 Fo НН = 
H, а; 
Р + Е 08 ðS ү 0)". 1 FE ôS ү asy 


























де вс’ 2 р OG д6 
OF 95 
+ В С ЁЗ + F 
94 ӘС" 
Ре ORo f ƏS, ‚ 95) 1 ӘР ӘЗ, 
+ оа зуи Е ү +" 
ӘР, д5, ‚ ӘР, дЎ, 
+23 + = + oG: 8.84 
д” 3 ðG dg с. geo 
са = е ӨР, 表示 BF 
җы 表示 res» BL #8 ae ш, 等 等 。 
ika: Ваа J ВУАН: 
Еф — FXL') (8.85) 
ôF? _ ФЕ 
8.85) 式 知 一 一 一 °—0, : 
由 人 5) 式 知 д бр 于 是 有 
РЇ = RDO HE) + Te Da (886) 
a OF 95; ӘР O81 1 PFfOSY ` 
к 9% с 9 АГ 2 дЫ" = 
8F, 95, , ОЕ, ôS, 
+ РР Эа ШАА Оу 8.87 
сөи ðL әс Әр. (6872 
УИ а 
кг 
же 8.88 
` “з” К ) 


rye 








шеле 不 包含 r далаалат Озь ЗАО ВТА 
(8.86) 式 右 端的 常数 项 和 短 膨 期 项 分 离开 来 、 将 (3.77) — (877) 








' 式 代入 (8.86) 式 后 可 得 : ` 
вр Fu (L,C H) = 21, (889). 
21/6’ 
Р дЕ, 9$, 
0 = F.L) + ОГУ тл, 9 
由 (8.90) 式 有 
— — F BF. - 25 {Чо + о). (8.91) 


式 中 AB flat, 是 在 (8.74) 和 《8.75) 式 中 将 旧 变 最 LGH 
换 为 新 变量 LGH’, ALB 与 1 无 关 而 eha 与 1 有关. 


利用 a= 2( 2009 可 得 积分 | 
faat е [(&) (| = (Z) 0—1 + esan (вә) 
foai 一 人) =з + ән 
= (EY |а «=» + Ой 
—(E) [ео зо + ао. 


+ ss Gi + 0]. x з) 


将 (8.92) 和 (8. ЧЕ н н 
52-2 а 一 二 cam 站 





+ "Ea ОР +26) +a g +20 
+ = sa GF, +з], (8.94) 
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AP 。 是 L' 和 G' В, FER I WER. 
由 (8.89) 式 知 PY Жа г, MaE ӘР _ TE 
е б ме" б» С. 
比较 (8.87) 式 两 边 非 短 周期 项 和 短 周期 项 可 得 ; 
„_ jl F/OSY ‚ ОБ, ƏS, ӘЕ, 95; Т 
ш Б о) Tar а дс AARG 3) 
m= Fo д5, (1 SFA SY 
0а ы 02 о) 
ӘР, 95, , ОР, 954 
аг а 8©' A (826) 
式 中 { hMi } 分 别 表示 取 花 括号 内 各 项 的 非 短 周 期 项 和 , 
短 轴 期 项 。 如 果 对 花 括 号 内 三 项 求 平 均值 后 ， 分 离开 非 将 周期 项 、 
和 短 周 期 项 ,出 由 (8.957 式 可 得 新 哈密 顿 函 数 的 二 阶 部 分 2. 另 ， 
外 由 (8.96) 式 还 可 得 母 函 数 的 二 阶 部 分 5,， 它 是 短 周期 项 ， 可 用 
来 求 二 阶 短 周 期 摄 动 和 三 阶 长 期 摄 动 . р 
将 (8.94) 式 代 人 (8.82) 式 ,忽略 二 阶 短 周 期 项 等 ,可 得 新 \ 旧 变 
量 之 间 关 系 为 
і L= U +L, G= G + G;, H — H | 
РА, gmg Tg k= W + h 
由 于 S 是 一 阶 短 周 期 项 故 这 里 Ls, Gs 1s、g8s 和 hs 是 变量 的 一 
阶 短 周期 部 分 .利用 - 








+ 


(8.97) ` 











94 Bo, 8А _ӘВ _ зн 
ðL аг ’ ас эс б 
ад 98 3H ðe G бе G 
BH ан“ G OL U гї? 86 гі 
8.98) 
де of _ 1 ; . < 
# mi, 一 一 (2 
ЭН"? Әг = + сооз) sin f 
а! 1 I of 
ВЕ 26602 + 950) sin $, ән" % 
由 (8.94) 式 可 得 : 
. 


345» 


эз, _ 


L= Aoi + B'o; 
"5 22 "+ 1) 
95, l ; 
s, = 32 аг 2g') + ecos(f + 289) 
+ ов Gf + 2] 
95, Ж; 
7—9," зои -+ ')яаг 
3, 


+5 sin2f + — яв з | 
+ ве 28 十 "sin (f — 2g) 
- (+ + žer) sin (f + 22) | 
: (z — де) аа +4) 
: + esia (f ++ Te" sa GF +247 ] 
а = — u = Seot DI — 5 


+ “sin f] 一 G3 一 5eos 让 [二 Яа (2f +22) 


+ Sa (f +g) +5 gn (3 +] 
+ 6. tefe ае + eina 


e” sin 3f ]+ B' + sin2g' 








¿"sin (P — 22) 一 1 + x e +4 


(8.99) 


Lesa Gf + н] 


= — 95 ш ЗА „р T P 
h=- Зоо г fie 1) + еар] 


— [San Gr + 20) + аа 
+ sa Gf +2]. 
需要 指出 的 是 在 (8.99) АЯНЫ Ге” 应 为 下 g， 但 前 面 已 有 
因子 故 在 准 到 一 阶 时 。 可 用 Г RE. Sh ER % 时 作 
4-4 积分 变量 变换 ,因此 丙 分 结果 5, 除 短 周期 项 外 还 有 长 周 
期 项 ,这 大 得 到 的 工 ;等 也 不 是 纯 短 周期 项 ,特别 是 le 和 gs 中 
sin 28 项 显然 是 长 周期 项 。 如 对 它们 求 平均 值 分 离 出 其 中 的 长 导 
期 项 L PUTRE RDM AANBY L, 一 工 ; 等 ,而 
L, 等 可 并 和 后面 所 得 到 的 变量 的 一 阶 长 周期 部 分 . 
3 第 二 次 正则 变换 (消去 z) si 
О И: 
8 3* 一 SCL”, G, H" ев), 使 得 : > 








А $ © 
p3, ôt, ро 95" 

ol og О een 
„ — 95* „_ 85* PN зоры 
Гот» Z" 96% = ән” 


所 确定 的 正则 变换 所 给 出 的 新 哈密 顿 函数 不 含 a”, пг", 使 
g ВХ АШЕР 一 F**(L”,G”,H”), 
同样 将 新 的 哈密 顿 函 数 和 母 函 数 按 J, ОЖ КЛЕЯ: 





F** — Бре вре + FP" + ОС), (8.101) 
5*-я+яч+$+0(). = (8.102] 

其 中 5; 仍 为 无 摄 运动 ,对 应 的 是 恒 等 变 换 即 有 
еге + н" (8.103) 


347， 





Se 和 Sr h F* RIE AURA KAN, 将 (8.102) 和 (8.103) 
式 代入 (8,100) 式 后 ,可 得 新 、 旧 变量 间 关 系 是 : 
L' = L” ы 
Z бид 85 бин + 
p= 05 +00) 
нн 
"р 957 4 957. у 
иегер ЧӘ |. (8100) 
„o и, 85 95 
Р-Р об” + эр» + ОО? 


n , 95 95* 
А” = h'a LI + =>. + 0(J; 
+ ря ыс ыш 


зова m 27-0, ВЕ, ЭКЕН 

I F**(L”,G”,H”) = Р*(1/,С',Н' р), (8.105) 
同样 利用 (8.104) 和 《3.105) 式 未 步 求 出 新 的 母 函 数 .5* НИЕ 
函数 Р** 以 及 新 、 旧 变量 之 间 关 系 。. 


同样 将 (8.105) 式 两 边 在 变量 L”、,G”,H” f Z ЯЗ 
到 F£ RE L f L'— L”,H — B”, ча 





$" + РЕ + ЕР" = F? + FP + 3 A 
+F} + ои). С (8406) 
* * 
比较 (8.106) 式 两 边 ИШКЕ ЕГ: 
ві = F1(L”), (8.107) 
Fer ЕР ‚С” Н”). (8.108) 


ӘР? Өзү 
ағ; 20. 





F?* = ЕРІ", G”, Н”) + (8.109) 





将 (8.88) 和 (8.89) 式 代 人 (8.107) 和 (8.108) 式 后 ,可 得 新 哈密 
顿 函 数 的 堆 阶 和 一 阶 部 分 为 








в 一 тү (8.110) 
Ре" 一 2, =. (8.110) 


Xh 4” 是 用 新 变量 G” 和 H” KAR. 
由 于 F?" жа Z 是 常数 项 而 全 








的 常数 部 分 和 长 局 期 部 分 分 离开 ,出 (8.95) 式 ,车 令 {4 一 
{ 十 { 分 别 表示 其 常数 项 和 长 局 期 项 , 则 比较 (8.109) 式 


两 边 的 常数 部 分 和 长 局 期 部 分 可 得 : 
F?* 一 F}(L”,G”,H”) (8.112 
和 
0 ~ FH(L”,G",H",g) + r: 2 (8.113) 
由 (8.95) 式 ,我 们 有 





s [1 OFfOSY ү ӘР, as 4 ӘР, ƏN вц 
Д Ë оэ) + эм а аб’ 7 ah ан) 


ж. 


г у 
m= {2 or as) ӘЕ, 95, , ӘР, д. J н 
712 аа) "өг & + әс" Og Eup 





由 于 Р, 和 Fu 是 常数 项 和 Залал, 故 


?必须 首先 计算 【83 ，BE， 95 和 PR，85 
RRE FI 和 эг ИЖЕ (ол), ор’ бое 28 


的 平均 值 . 
利用 表 7-1 和 表 ?-2 有 


зле, 











GE -geh +E 
(79-208) 


由 (8.75) 式 有 


FORORO] 


ов ($) egt (У (аав 


#-=1(= EYS + eos40 + д1 


利用 (8 116) 和 G. ича; 


sz, = 58) “(1 +21 РИЙ 
z = HZY K 1+3e+ Že )+ cose] 





. (8.116) 


(8.117) 


。 (8.118) 





将 (8.ii8) 式 代入 (8.91) 式 后 可 得 : 
(6) о) \( Алыр ів) 
( + 3⁄2 + Le «(еу заве 
хина L B"e"eoság |. ало) 


ШӘР, 85, _ 1 85, 
由 (8.91) 式 有 Fis a a D ar (为 方便 起 见 推算 


中 以 上 代替 L 等 ,到 最 后 再 改 为 新 变量 )，-9z — 1, 9 (55) 


ðL L’ ðL\ ð! 


_3 д%, Эры 1: 2 (8%) — абал) £ 
L: t ° о. а 2? э(е) К) 5 


1 аа ; 


Bes S, _ 1 0[85 _ з'8%ү . 
9. 91 21 аб ) а ) (Фе) 


由 (8.74) 式 可 以 看 出 AMB 与 无 关 , 故 从 (3.119) 式 有 


285) -HEN +». (8.121) 


其 中 
o- BE ele peet te 
+ 34(£) + + 648«(1 + Li jer 


1 де I ЖЛ 
+B 4, |. 8.122 
8 aL” £ (8.122) 


将 (8.121) 式 代 和 人 (8.120) 式 后 ,有 
ОЕ: 5 _ D _ 3 (85) 


ðL ð 21 L0 


КЫ 





1] з {85ү š i 
[2-3 |. вы 
ва 一 二 全 代 人 (8.122) 式 并 利用 (8.119) 式 ， 则 ваз 
化 为 taf | 


ыз ИО) 
х (1 - -З(ч+за +2) 


а аа 


x (1 — e) 一 3e(1 + Ee ) cos2g 








+ Eme(! = #— 5а) а). 
* 或 者 是 | 
ETE- EJee) 


3 27a lyn „{с'ү 
х (5 7e Hen) з) 


+ Bn” (z Е делая]. (8.124) 


利用 (7.39) 和 (8.98) 式 有 
әү 3G/ a ү 
=) =" 
t C Sa p: | 
ӘС (+ L 4) зау 
将 它们 代 人 (8.75) 和 (8.76) 式 后 有 ; 
$352. 


(8.125) 





e o на ао 

+ (+ ното 
Ве 86и 
В (он, 


利用 它们 ,由 (8.77) 和 (8.98) 式 可 得 ; 
дЕ, | _ + а де) до; 
Par = dh Ra an + 45% +в Зе). (8126) 
另外 ,由 (8.94) 式 有 : 
35 - [estar + 2g) + “cos (f + 2g) 


+s Gf + 29 |. 








(8.127) 
利用 上 述 诸 式 及 (8. bg =. 
E (Е [Е (ани зен) 
а + e Ti cos 48) 
Е ыды] (8.128) 
将 (8.119) 、(8.124) 和 C8.128) 式 代 信 (8.114) 式 并 利用 
2-1 -2(Ey + 2 (E), 
4 2\6 4\G 


‚+3. 


‚ 353° 


ў ав = 5 + (E) -2(8), 


4с 
1 ВАР, 3 
2 г 21" ` 

经 整理 后 可 得 常数 项 为 





m= ра (=) {> "е 


= 
Речі 
GE 
с —* 
+ 
м 
QJ 
>>? 
— 


50-48) ЛЕ = 
cos2g лж в ӘЛЕ ( £) -i 48) + (Жү |, cos4g 
项 的 系数 是 零 , 故 由 (8.115) 式 可 得 : 


лы 


(8.129) RRA (8. 112) 式 后 可 得 经 二 次 正则 变换 后 的 新 的 
哈密 顿 浮 数 ; 


-人 
ка|) +906) 16) 
-s| - (Z -) 一 (E, >) (= 12). (8.131) 





另外 ,由 (8.89) 式 有 : 
ЭЛ 84, 24) 
ас" T iL GaG” с" 
-l - (= -) |. (8.132) 


将 (8.130) 和 (8.132) 式 代 人 (8.113) ЖЖ ВИНО 
а 


к) ЕЛ 
х Ë —5 Ey L sn2g'. (8.133) 


ши 636 м, 1-5.) =o. GUARRA. 


将 (8.133) 式 代入 (8.104) 式 后 可 得 第 二 次 正则 变换 的 新 、 旧 变 
量 之 间 关 系 为 
| L'= L", б = +в, НЫН" - ] вз) 
' Pelti = +g P= W +h 
其 中 
o = 8% = Ри — (6 (Б) + (| ү, 


дв G”; 
x[i- m вова" 





с: 181567 = le ) 
+ Гм 
le 


тано) + 2) 
< (Ey (zy з 

„р Ге | 
и ЕР 


-* 355. 


х | = (Еу Р +=) 


х [1 (а) jez 
由 于 5 是 一 阶 长 局 期 项 故 它们 是 变量 的 一 阶 长 周期 部 分 . 
4.J, им i i 
经 过 二 次 正则 变换 后 ， 所 有 广义 坐标 P... 都 成 为 循环 
坐标 了 ， 运 动 方程 可 以 完全 积分 。 将 (8.110) (8.111) 和 (8.131) 
式 代 人 《〈8.101) 式 后 得 到 二 次 正则 变换 后 的 哈密 顿 函数 F" 一 
Е*Л,6”,Н"), ЭХЕ р 





А: чә =) 


косе те 








ар OF „ЗА 
“das agn T” { ra =") Е | (8.136) 
а н” 
š ОТТ Ag l 21 и +. бя) 





+24(1— G + вен) р 
вет 


а" дЕ"* _ "| 3h Н” ВЯ 
dz ӘН” 26” G” 32L"G™ 








* 356. 








| на 
xÉ s= sa) + a(i зн. 
==) 


> 的 -人 
其 中 - ү. 


《3.136) 式 对 时 间 + 积分 结果 为 
L” = Li, G” = G/, Н" =H? 


"= Z + La — ” 


(8.137) 


g == + ао =h), 
£” = + о =) 


式 中 Le ВИ „Ый; S SGOR, 它们 
也 是 常数 ， 

由 《8.97) „(8.134) 9168.137) 98: 

也 一 已 十 Lo 1=W +I „+ ү 

G = G; + G, + G, 

£= +6 + g+ а, —ь) * (8138) 
нен, жека ьа у 
> dr u 

其 中 м ,各 是 初始 值 ; L... h, 是 一 阶 短 周期 项 和 部 分 


KAMI Cn ,和 是 其 人 的 一 阶 长 局 其 项: S, На 


准 到 二 阶 的 长 期 项 系数 ， 它们 的 表示 式 分 别 为 (8.99)、 (8.135) 和 
(8.136). 





А 


$. жушт —Bt 


ш (8.67) 式 有 
<= L, a оН 
` 1 G $, (8.139) 
M=}, w=—g, 9 一 站 


利用 (8.139) 式 可 将 (8.138) 式 转换 为 习惯 用 的 轨道 根 数 形 式 ， 
着 s 表 示 we 和 š, WE о 一 <(L;G:ED。 利用 (8.139) 式 
# e= + 35. + BEGG) = + ot on 这 里 ee, 


和 о 分 别 表示 а.е 和 гала. 一 阶 短 周 期 项 和 一 阶 长 局 
期 项 ,于 是 有 


ôL ас 
Ө, m (8.140) 
а 
“= 566. 
另外 ,由 (8.139) 式 有 
да де с ði 
98 mL e. = 一 一 i „0 
Әг. ” ƏL = ðL 
N . (8.141) 

Ba де с, 8; H 
эс” 867-7 FGT быш; 


(8.73). (8.99), (8.135) #1 (8.141) 式 一 起 代入 《8.140) 式 并 利用 


1 一 (ну + (=) 一 авч 一 Паш): 


„мовну в 
+ (=) dinzicos2(f + в} 


“—% 


кы а 


355, 


+ КЫ! sin’icos 2(f =a) 
ү рдун +) 


二 ccos(f 十 20) 十 фо Gf + |} 


. (8.142) 
ka 


e, — Е ЗиК — I5sin?)(4 — 5sin?i) cos 20 
16ра 


3h 


тар sp Ча? [аа 2({ + ш) + аз (Í + 20) 


+ cos (3f + 26)] 


ass sin2i (4 — 58850 
` X (4 — за) 1 cos 2 
式 中 p= (1 — с) 
由 (8.99) 和 (8. 135) 式 可 得 根 数 9,0 Е ВЕН 
一 阶 长 周期 项 是 : 
9, = ні [“- M+ ева — Lanz 
x (+ о) -$sin 2%) 


k =: тч Gf+ 2) 


Di 一 =н (7 — 15 sin; + Banti) 
° X (4 — Зет) sin 20 


= аца — Зав) М + e sin f) 


+ k 一 二 an JE - т)! 


D, 


дэ, 


жаздагы £an s _ [Las 
+ (1 — 2) e |in G+ 20) 


_ (' _ sssi ja 244+) 


Бе) 


X sn (车 十 20) + Š sinisin (f + 2%) 


+ Сав sin (57+ 20) + sin G — гез]. (8.143) 


ох (4 — бев) sin 2o 
- ач (25 ан + anti) 
2р 4 + 2, 
-e (7 一 £ sini + © Яа 一 Е 8 чач] 


Ihr 4 


х (4 — 51027) sin 2o + Ta isir 20 
иен) 

х [Ú E) тан 

— sinti [ë +52)ва+ 2) 


a 360 * 


- (2 ~ e)an (GF 20) 


— яв (4f + зв) — © sin (5f + 2a) 
-gaa inl] 


+ тз Эа 一 ¿sinti sin 20 
—_ Аа 4)” 
16ра 
X (4 — 5sin*g) чт 2⁄6 
„һа Som гу” 
16р* 
— (14 — 15) (4 一 5а)! 
х бадо — ЭЙ G — esas isin 20 б к 


16р 


аА, = snti) 


-Sin 1106 — 6зїп') 


жари Ни, 只 是 


За? зіп 20 这 项 移 到 了 М, 中 ,互相 调换 了 位 置 ， 


在 or 中 站 sisi sa 20 ВИНТ а, 中 ,di 中 шуо = 224 


由 (8.136) 式 立即 可 得 根 数 a. 和 i 没有 长 期 项 ， 根 数 Ош 
和 和 MM 也 一 阶 长 期 项 (M 中 包含 零 阶 ) 和 二 阶 长 期 项 的 系数 是 ; 


эй, 





a= |a a Ta + г) 





-(+ +1L/i= 2 + Ea ini 


+(+ Бута Ма) :] . 8.144) 


ЗА Safra sasi 
ТЕСЕН) 
д aa (3+ яч Se 
Maža (2 + 24/7 +5“) 
25 ge RR 
ЕЕ) 
ET 
到 此 为 止 我 们 利用 德 洛 勒 - REEDER TERIA i АЖ 
中 J, 所 引起 的 全 部 一 阶 解 :一 阶 ( 短 和 长 ) 周期 项 和 一 、 二 阶 长 
期 项 ,结果 是 : 
amot a, еже ++ e, Не, í = b -F š + i 
Q = 9, + 9, + Q, + (9, + 0,)G: — h) 
о = o, + o, + o, + (о, + и) — t) 
M — M. + M, + M. + (M, + M.)G — к) 


A asi M. 为 初始 值 ; M, est Mi Q... M: 
等 为 (8.142)(8.143) 和 (8.144) 式 所 示 。 





. (8.145) 


54 用 柴 倍 卫 变换 求 高 阶 带 谐 项 的 摄 动 


1.J, п, 项 对 哈密 顿 函 数 F 的 影响 
在 地球 引力 场 位 函数 展 式 中 除 J, 外 , 带 谐 系数 J, Яп J. 的 
数值 最 大 ,它们 相当 于 Л 量 级 ， 因 北 在 完整 的 一 阶 理论 中 还 需 考 
Ж J, 和 ЛЕМ. 
„зе. 





当 考虑 J 和 Л, 项 时 , 由 (8.58) 和 (8.71) 式 可 得 这 时 对 哈密 
ми» 


AF = Psing) — $ JPL sin p). (8.146) 


其 中 Pilin p) = 2. (бе — 3) sin р„Р(ашф) = i (35sintg 
一 30sinzy + 3). 
利用 sinp 一 sinisin (f + g), ча 一 2 sinti [1 — 2082 (f 


+O], баур = Таш за (f+ g) — sin3(f + 8)], sin'g 一 
т=з — 4cos2(f + g) + cos 4(f + g)], (8.146) 式 化 为 
1,“ (B a — За 
аа е8) ожо 
-Ë ааа эф + БЕП 


-#74( EE- Banti + + 15465) w: 


+ (ë = наз Ja icos2 (f + g) 
+ z sinticos 4(f + а]. (8.147) 


利用 (7.68)、《7.69)、 表 2-1 和 2-2 得 ; 
(2) agt D= (F) а 
(=) sin3(f g) =0 


(2) 5 (+r) ‚ (8.148) 


(=) cos2 (f + g) = (ү газе 


r 





-arse 





(=) она g) = 0 | 


: 、 我 们 将 (8.447) 式 对 对 求 平 沟 信 分 离 出 其 中 非 短 周 期 部 分 . 利 
用 (8.148) 式 可 得 : 





+ АЁ — еда (1 — Sosti) in g 
= 24 [(3 ~ Beori + ыч) 
8LiG'l\g 4 8 


x (ite) + ( — 2 зон 
2 8 

Е А 
о) асан 2g ]. (8.149) 


2. J, sa /项 对 新 哈密 顿 函 数 Р* Җан S, 的 影响 

第 一 次 正则 变换 后 的 哈密 顿 函 数 保持 不 变 , 仍 有 (8.83) 式 .在 
变量 LLG H 和 hg 处 展开 对 ，(8.84) 式 右 端 增 加 一 项 月 8 
级 的 АР, 比较 h 的 周 次 宕 ,由 (8.86) 式 知 对 .5, 无 贡献 , 即 和 
a 项 不 产生 一 阶 短 周 期 项 ， 由 (8.95) 式 知 对 新 哈密 频 函 数 Р" 的 
贡献 是 : 


Pr- ZE (8.150) 


ЖЕРАР (8.149) 037. 

3. $a J, 项 对 第 二 次 正则 变换 后 的 新 哈密 顿 函数 F 和 
新 的 母 函 数 S 的 影响 

第 二 次 正则 变换 后 的 哈密 顿 函数 也 保持 不 变 即 有 (8.105) 式 . 

我 们 令 АЕ 和 AF 分 别 表示 АР 中 的 常数 项 和 长 周期 
项 , 则 由 (4.149) 式 有 | 


AF = — 31403. 15.6 
8167.8 4 
+ 22 (1 +32 X (8.151) 
8 2 ` 





АР ~ - нча ——5соё) sin g 
= 20-5 + зой — Beati) cos2g, (8.152) 


#1 (3.112) fa (2. DIAM 3 对 新 险 密 顿 函数 F** 无 贡献 ， 
因此 不 产生 二 阶 长 期 项 ，J, 对 F** 的 贡献 是 : 


Fý" <= A.F, (8.153) 
其 中 АЕ 如 (3.151) 式 所 示 。 
由 (8.113) 式 有 2 
- 95% __ BOF? 
а РУ / Ge (8.154) 


这 里 2 是 由 于 J, 项 所 引起 的 形式 如 (8.132) 式 所 示 , 为 了 方便 


起 见 ,我 们 路 去 ",”,“,,” 等 , 它 并 不 影响 结果 的 精度 (一 阶 解 )、 将 
(8.132) 和 (8.152) 式 一 起 代入 《8.154) 式 并 对 коче ж 
J 项 对 新 母 函数 SF 的 贡献 是 : 


1 J, esini 5 ле 
Л Ао 
ол 7с ине... 

X [1 — 3соё; — 8со5* (1 — 5081)" ] sin 2g, 


: (8.155) 
4.1. 和 J 项 对 一 阶 长 周期 项 和 二 阶 长 期 项 的 影响 
将 (8.155) 式 代 人 (8.104) 式 后 可 得 J, 和 和， .74 项 所 产生 的 一 
阶 长 周期 项 为 
1 j 5 heus} 


С, = ai 2 ‚з= 
Я зр? хы ng 1897 у 





3cosi — Bcosti(1 一 Scosi) 1] cos 2g 
G — 2 
<= h QUY лы £ 


3 2a h e 


_5_ L үлү 一 
ТТР pt = Py Li — 3cog; 





— 8соз*(1 — 5057) 1] sin 2g 


п Ег у. ої) ав 


5А 1 
твр h (К +34) 
+) (142e) f- (8.156) 
X сов! (1 — 5сов 
一 40ecosi(1 一 ео] sin2g 
1 1 ecosi „„__5 Ља 
РЬ sani O TP h 
ХІЗ + 16cosi(1 — 5cosi) "t + 40costi 
: х(1 — боой) 1] sin 2g 

将 (8.151) 和 (8.153) 式 代 人 正则 方程 后 可 得 六 项 不 产生 二 阶 
KED, J 项 所 产生 二 阶 长 期 项 系数 为 

аһ _ 46 _ ан _% 

d: 4; ds 


45(1 一 ce 
= ET Jal3—30cosi +35cos'i) 


Е = ҮТ. Jal 12 十 9 一 (144 + 1262) со 
十 (196 + 1897) сог] 


9 = == Jal + зе?) соз КЗ 一 7costi) 


5. 用 轨道 根 数 来 表示 的 一 阶 解 

利用 (8.140) 和 (8.156) 式 知 J, 和 J, 项 同样 对 轨道 根 数 不 会 
产生 一 阶 短 周期 项 ,它们 所 产生 的 一 阶 长 周期 项 为 

a= 0 


м = — 


. (8.157) 








` X(6 — 711) (4 — зы) toos о 
=; 下 cosiano —— Lu. 


PR 
PJ nah a” 


X (6 — 7017) (4 — ще) coso 








1 h cosi 5_ Чез | 
Bi -上 五 。cosicoso 一 (8.158) 
ГОРА sini 16 h А 


х (24— ббаний + 35:67) (4 — Ssin?i) 2 sin to 
Ро: „а + eini 一 21 


2p Л esin; 


— 5 Tu [28nti(24 — S8sint; + 35sin*7) 
ar h 


— e (48 — 184sin2; + 240104} 
— 1059044) ] sin 20 
gt doma „ж. 
м, 7, > зіл і coso + 一 一 
X (1 — 25" б — 757) (4 
— 550) sin 20 
їн (8.157) ATA Л 项 同样 对 轨道 根 数 不 会 产生 二 阶 长 期 
J, J. 项 对 轨道 根 数 所 产生 的 二 阶 长 期 项 系数 为 
ee +0 
= dh dg, _4 . (8.159) 
% ағ? к dz? M dt 


т 4 š eg dl dl 上 就 是 (3.157) 式 。 





到 此 为 止 我 们 用 德 洛 勒 - 柴 信和 卫 方 法 求 出 了 入 造 卫 明 在 地 球 
引力 场 中 运动 的 完整 一 阶 解 即 J.J, 和 J。 项 所 产生 的 一 阶 短 周 
期 项 \ 长 周期 项 和 二 阶 长 期 项 . 

如 果 在 (8.68) 式 中 再 加 入 J.O > 5) 项 ， 同样 可 以 得 到 其 它 高 
脐带 谐 项 对 轨道 根 数 产生 的 一 阶 长 周期 项 和 二 阶 长 期 项 。 显然 它 
们 不 会 产生 一 阶 短 周 期 项 . ЗУ, Щл ХАНА, НР P.C sin p) 


* 367 < 


дн чак 十 ó 1,65 (+)’ OS À mansana 


均值 结果 所 分 离 出 的 非 短 周期 部 分 只 包含 sin Ае 项 即 其 常数 部 
分 为 零 . 由 (8.112》 式 知 它 们 对 二 次 正则 变换 后 的 新 输 密 畅 函 数 
F** 无 贡献 , 因此 同样 可 以 得 到 这 样 结论: 在 地 球 引力 场 位 函数 
展 式 中 , 仅 偶 阶 带 谐 项 会 产生 二 阶 长 期 项 ;而 奇 阶 带 谐 项 不 会 产生 
二 阶 长 期 项 ， 如 果 在 (8.68) 式 中 再 加 入 田 谐 项 的 话 ， 类 似 可 以 求 
出 末 谐 项 对 轨道 根 数 的 影响 。 利 用 这 个 方法 在 康 则 上 毫 无 困难 地 . 
也 可 以 进一步 求 二 阶 或 更 高 阶 的 解 , 只 是 更 加 繁复 而 已 。 

1962 年 古 在 由 秀 以 J, 0—88, h A Л 为 二 阶 小 最 ， 
J, 到 Л ЮМ, CaS 9) 为 四 阶 小 量 ， 利 用 这 种 变换 得 
到 了 卫星 在 地 球 引 力 场 中 运动 的 二 阶 解 〈 二 阶 周 期 项 和 三 阶 长 期 
0). 








$5 李 级 数 和 李 变 换 


由 前 节 可 以 看 出 在 德 洛 勒 一 一 柴 倍 耳 变换 中 新 旧 变 量 之 间 关 
АН ЧЕН МНН ЗЕМ. ЖЖ (Hori) 
和 德 普 里 CDeprit) 分 别 在 1966 年 和 1969 年 把 李 级 数 应 用 镜 正 则 

变换 理论 ， жлезата TENER, маш 
了 递 推 公式 大 大 地 简化 了 计算 . 

1. 李 导数 和 李 级 数 

由 天 体力 学 知道 若 fg 和 W 是 2m 个 变量 ， у= (узт 
y), Y — (РУ, Y.) Rh е ГАЯК, ВЕ У, 


of ow _ ôf OW 
„и = OUE —— 2 Е— 
it: ш D(L ӘҮ, ӘҮ; а) 


эл и) 

i» IYN (160) 
为 函数 AW ВАЕ. ТАНЕ ЕНА, ЕРЙ 
ВНЕ ри) Би} (gW) 和 齐 次 性 Фор) 一 


+3686 


elf, №}, GEH a ЕЕ, BRUER TREET 由 
《8.160) 式 不 难得 出 : 
{һи ОЛ, (f,—w) = —{f, w} 


Bo (4) +068] | ав 


Ци) Че, Ыы + Ци ЛЬ) —0 


(8.160) 式 也 可 以 表示 成 微分 算 子 L.f, 它 称 为 函数 I AW 
为 母 函数 的 李 导 数 ,因此 李 导 数 实质 就 是 泊 松 括号 。 
利用 李 导 数 可 以 定义 另外 二 个 微分 算 子 I 
8 
м-(1.+ 2) | (8.162) 
ж А 
Е} = р> (AsD.-. (8.163) 
тот 
Ah АМ =, Aj = Ак, Ду} = Aw(Asf), +, Д 一 
АЧХА»), Lwi = f, Lif = Гр = Гр) ts Lif = 
EF D. 
ш (8.163) 式 所 定义 的 级 数 称 为 函数 f WFR. ЗН 
括号 是 线性 算 子 , 故 Lr Ar 和 Ew ШЕНЕ. 
对 于 任意 二 个 实数 cp ЭРАК yY), e(y,Y, р), 利用 
《8.160) 一 (8,163) 式 ,不 难 推出 它们 具有 下 列 性 质 : 
Ly(aj + fg) = aLyf + BL y£ s$ 
Ly(fg) = Ны + gLef 
Ара} = т + {Leje} ` 


Lilaj + fg) — aLi + ВЕРЕ 
. (8.164) 


ін) = уси 


ыы = etu, уч} 


369, 


Aplaj + 8g) = аЛ} + PArt 
Aw(fg) = fAwg + gAwf 
А) ҺА) + Ае) 


А (а} + 86) 一 аА + BAS 
4 . (8.165) 


$ (e) 一 слили 
k= 
Ay (z) = Зена, Ау) 


Ew(af + ВЕ) = aEwi + PEwg 
Ew(fg) = Eyf X Ewg . (8.166) 
Ewlf,g} = {Ewf, Ewg} 

(8.164) 和 (8.165) 式 中 前 二 式 是 显然 成 立 的 .由 (8.160) 和 
(8161) RA Lothe) ув) = ША, Б, 
四 (Lwe) + {ы}, Ж (816) 式 中 的 第 三 式 成 立 。 而 
А0 + 2) ьа} (+) р {Et 

5 О} - (Аы) + (АЫ BD (8.165) 式 中 的 第 三 式 也 
me. 59 164) 和 Ga65) 式 中 前 三 式 连 续 运算 » ARINA 


到 其 后 
` үш 式 中 第 一 式 显然 成 立 。 利用 级 数 乘法 法 则 我 人 有 


Eyi х Ewg 一 x (Ар х xz pa 


ek 24 
- > Seu ss 一 К^ ч,» 


- DE DONADAN Oea 


Го DEUD Er» 
散 (8.156) 寂 中 第 二 式 成 立 。 


* 320, 





йу, Ene) = (DE ли. Ул = teh + as) 


+ {fs вдн + - + 5 бли, 
et Ре 8” жя 
боо?” t} = 55 снаи, ч} 
= YU Ahal = Eriha) 
即 (8.166) 式 中 第 三 式 也 成 立 。 
2. 李 变 换 是 一 种 正则 变换 
我 们 利用 (3.163) 式 所 定义 的 李 级 数 作 变 量变 换 : 
х= Еу, X= ErY, (8.167) 
由 《8.167) 式 所 定义 的 变换 称 为 李 变换 ， 其 中 W(y,Y,s) 是 变换 
DRRR. 


不 难 证 明 李 变换 是 一 种 正则 变换 、 事 实 上 根据 泊 松 括号 定义 
(8.160) 式 有 {уу} = {Ур Ув} = 0, Ly Ya) 一 BX， 于 是 由 
(8.163) (8.166) 和 《8.167) 式 可 得 : 

{әх} = {Ewy Ewy} = Evly y| ]=E,(0)=0. 
{Xi Xi} = ЕУ, ЕУ) — EvlY;, Y.) 
= E,(0) = 0 . (8.168) 
{2i Xa} = Езу, EwYr} = Ew{y;, Ya} 
= Ед) — ви А 
比较 (8.397 和 (8.168) 式 可 以 看 出 李 变 换 是 一 种 # = 1 的 正则 变换 
即 接触 变换 。 

3. ннан АЖЖОЙПВЗЕЗК K 

1969 年 德 普 里 曾经 证 明了 在 形式 为 (8.167) 的 李 变 换 下 , 对 于 
2m 个 变量 *、 和 和 小 参数 的 任 一 函数 F(z,X,s》 可 用 2m 个 
新 变量 уу 来 表示 ,其 形式 是 : 

F(x,X,2) — Р(Е»у,Е„Ү,є) = Е„Е(у,ү s) 


байт 


- x= (ARE Jemo - (8:169) 


т 
由 (8.163) 和 (8.167) RAI, 当 s 一 0 时 E,j = Al =], x = y, 
也 一 Y， 故 (8.169) 式 相当 于 F(x,X,e) 在 8 二 0 即 x = y, X=Y 
处 展开 成 类 似 马 克 劳 林 级 数 一 样 ， 只 是 级 炊 中 的 系数 不 是 普通 导 
数 而 包含 着 李 导数 。 

在 天 体力 学 中 ,常常 能 将 哈密 顿 函数 F(x,X,s) 和 变换 母 函 
№ W(y,Y,s) 展开 为 小 参数 s МЕЖ, 


Е(х,Х,8) = ек, (=, ют Pat sP, + 5, EP + seoses 


920 


和 
був) = БУИ. (У) =W, + sW + + э. 
‚ (8.171) 


-为 了 方便 起 见 ， 将 Дө 用 Len 来 表示 ， 则 由 (8.160) 和 
(8.171) RA 


= (W ó аж д 
isa DS on шу, ЭТ) 





= (Es 日 w... ә) 
төл! АХ OY, ду; ду; дҮ,/ 
02788 
вто п} (8.172) 
如 果 变量 变换 是 完全 正则 的 ， 那么 哈密 顿 函数 形式 不 变 . 设 FP* 
ЖЯ Р ЖАН, 


Руз) = F(s, X,8) = ешю. (8.173; 


若 用 上 标 » 表示 Ar 算 子 的 ”次 运算 Ар, ТОЖЕ = 0 #t 
的 值 , 则 (8.173) 式 可 写 为 


#372. 


F*(y,Y,e) = XE z, (8.174) 


ЖЖ Sra ЕАО РЇ”, WE (8.174) 式 就 能 
计算 出 新 的 哈密 顿 函数 . 
在 (8.170) 式 中 ，P(z,X:e) MH e 的 宕 级 数 , 故 АУР 在 形 
式 上 也 可 以 展 为 的 震级 数 , 设 a 项 的 系数 为 上 FOR 
дк — УЕ, | (8.175) 
| kok! | 
”由 (8.170) 和 (8.171) 式 并 利 中 级 数 乘法 法 则 有 ; 


Ів = (F,W) = -{5 Тар, енн 


0204! k=O 
= Зри си. Wry} 
£= КЫЛ 
- De Уса, б (8.176) 
+504 smo 


туноп 176) 式 有 ; 


AF = (Lu + 2) r= > е + Ўсиш, )). 


' (8.177) 
在 (8.175) 式 中 , 取 ”一 1， 将 它 与 (8.177) 式 比较 в 的 同 次 宕 
系数 可 得 : 


. ү 
FP = P + УСА, Еа, (8.178) 


但 是 я 
АБР = (аер) 一 (Lv 十 22 epp). 


004 


= L, (Ea 1 perp) + Удер. ` (8479) 


1204 40 
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keok 


шы ит) = [Eker еы} 


一 Die ECAR Wn) 


= xz те сиыр, 


kok! = 


将 它 代 人 (8.179) 趟 并 与 (8.179) 趟 比较 结 时 可 得 。 


n 
FP = F + D СДЦ, 


ЯРАН К Ar 运算 结果 可 得 递 推 公式 : 


k 
FP 一 Рудо + PCEL PEP. 


СТ] 


而 АУР 一 了， 比较 (8.170) 和 (8.175) 式 有 。 
FP = Рь. 


在 (8.175) 式 中 置 一 0， 由 (8.181) 式 可 得 : 


Fi = (ARE Jemo = Fi" + LRG, 


由 (8.181) 一 (8.183) 式 不 难 算出 : 

F® — F, 

ВЮ Ро + Р, 

FP = LIPP + FP = (Li + L,)Fo 
+ 2L,F, + F, 

PP 一 LFP + В — (LI + 2L,L, 
+ L,L, + БВ + 3(1Д 
+ LP + 3LF + F, 


(8.180) 


(8.181) 


(8.182) 


(8.153\ 


(8.184) 


ЖЇН (8.184 ЯМАН АЗ F(r,X,s) 在 小 参数 上 一 
О r= y, X=Y 处 展 为 ERRUR FoFi, Fan Fi > 
… 和 母 函 数 展 式 的 系数 W Wan Wee Е 
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ШАХАЖ Fi. 
如 果 令 下 就 是 y 和 了 , 由 (8.170) 式 有 : 


а 
ут »+ в» + Бу +: Y = Ye F вҮ, + Ë+ БІЯ 


比较 二 边 的 同 次 矫 系 数 显然 可 得 : 

= y, y. — a >l); ҮҮ, Y, = 0(n 2 1) (8.185) 

Ж|Ң1(8.160) ‚(8.167), (8.169). 、(8.184) 和 (8.185) 式 可 得 新 、, 
旧 变 量 之 间 关 系 为 


= Ewy ~ DIY) 
к (8.186) 
X= EY У, У) 
sco”! 
其 中 系数 是 
y) = y = у 
Sw, 
ӘҮ 
y) — Liy + Lay Ly Wi} + И 


ôw. 
= {Ly W P: 一 
{Ly, W.] + ӘҮ 


у — (Ll + 2L L, + LiLi)y + Ілу = Liy? 
+ Пау Wa} + {Ly Ws} + {ys Ws 


аж, L (y W.) + [w] 
ЗУ + (y2,W.) әү." 


y? = Lyt у, = Liy = {у} — 


ôW, ‘WW, 
ӘҮ. НУР, 





Н + {yW} 
у | . (8.187) 





$ 375: 





Ү = „Үү + (L,L, + L,L,)Y + У 
ôW, а 14 } 

= 一 цу, и] +" 
Эу YP, Pa) | бу, и, 





+ {уот} 
与 德 洛 勒 -此 倍 耳 变换 一 样 。 李 变换 也 是 通过 母 函数 来 进行 
№). 当然 这 样 的 是 函数 也 是 有 无 穷 多 个 。 但是。 我 们 要 选择 合适 
的 母 葬 数 ,使 得 经 过 变换 后 的 运动 方程 有 较 多 的 循环 坐标 ,直到 最 
后 方程 能 够 完全 积分 。 如 果 母 函数 的 形式 已 经 确定 , 即 由 (8.1717 
REA W Wate ， 则 可 利用 (8.186) 和 (8.187) 式 确定 新 \ 旧 
变量 之 间 的 关系 x = (у, У, ‚=) fa X = X(y,Y, 
W.W... ,6)。 显 然 它 们 之 间 的 关系 是 虽 显 函数 形式 


$6 在 非 保守 系 中 的 李 变换 


在 自然 界 中 有 许多 摄 动力 是 属于 非 保 守 性 的 ， 例 如 大 气 阻 
力 、 光 压 作用 等 对 人 造 卫星 的 摄 动 不 仅 与 卫 是 本 身 的 位 置 > 有 关 
而 且 与 对 间 * 明显 有 关 . 当 研究 天 体 在 这 些 非 保守 力 系 中 运动 时 ， 
需要 将 前 面 介绍 的 正则 变换 理论 推广 到 非 保守 系统 中 去 。 FEE 
要 介绍 在 非 保守 系 中 的 李 变 换 ,对 于 德 洛 勒 - 柴 倍 耳 变换 也 可 以 作 
类 似 的 推广 ， 

在 非 保守 系 中 ， 相 应 的 哈密 顿 函数 ， 李 变换 的 母 函 数 护 以 
ЕЛЕ y Y 和 x*、X 等 都 显 含 时 间 +。 为 了 要 将 正则 变量 ， 
正则 方程 和 正则 变换 推广 到 非 保守 系 中 ， 我 们 可 以 将 原来 2m 维 
相 空间 GY) 扩充 到 新 的 2m + 2 维 状态 -能 量 空间 ， 这 个 2m 
+ 2 维 空间 又 称 为 动量 -能 量 空间 。 如 果 这 个 新 空间 用 《v,V》 
来 表示 ,我 们 取 

vy Ир Y.  (-1,2,...т) — (8.188) 
则 可 以 将 时 间 + 和 哈密 顿 函数 НОУ) 当 作 第 mw 七 1 个 广义 
Ест) ста i 


6+ 





sa = t, Van = —H. (8.189) 
这 时 可 以 取 这 扩充 相 空 间 中 的 哈密 顿 函 数 为 
TV у= У + Ню, ymsVntis 15" Vm), (8.190) 
不 难看 出 在 这 2m + 2 维 状态 -能 量 空间 中 ， 天 体 的 运动 方 
程 形式 仍 是 正则 的 , 即 有 





dri ӘГ ау, ər | 

Вы О. АШ. < =1.2,-.. +1 

dr ОУ,’ dr öv; Стан) 
(8.191) 


其 中 是 自 变量 。 事实 上 


a буны Әг 
муже т, Tw #4 (8.189) 和 《8.190) 式 





知道 这 式 是 4 一 1, 因 此 只 要 取 一 асови, ЩИ], Читы 一 


T 
— SF py АН _ ан dH „ ӘН, ӘН 
Sn BP a a 这 显然 是 成 立 的 ， 因为 让 Br By 
dy у дн ay Ӧн 
Ха; + ду 44 ë` 
= 1, 2,..- 90. ОГ. 
当 了 一 1，2， -т 时 即 回 到 2m 维 根 空间 中 ， 
dr 97; 
ын ан, а, Әг айй НЦ... 
dt дү,’ dr д, dr ду, 


т) ау, ВТ). 

.我 们 在 2m 维 相 空 间 中 已 经 定义 了 泊 松 括号 和 李 导 数 wf 
— т}, 2868.160). 同样 在 这 2m + 2 维 的 扩充 相 空 间 
中 也 可 以 定义 汽 松 括号 和 李 导 数 是 : 
| af OW _ өр әү. әс.) 

Ей IE ôv; OV; Ov; 190)" (8192) 

ЕЕЕ раз kf; 


уні ( w+) (8.193) 


т+1 





‚17, 


了 ef 一 БЕ (у, (8.194) 
这 时 相应 于 C8.167) 式 的 李 变换 是 : 
а = Пур, U = n. (8.195) 
其 中 
“=z U =X, (=1,2,.-.m) (8.196) 
和 
пы sy Оны К, “ (8.197) 


由 于 母 函数 显 含 1, M x 
W = Су УР) 一 王 (o DmDm Vi Рн). (8.198) 
， 利 用 (8.192)、(8.193) 和 (8.198) 式 可 得 : 


ум = (дь + 2), = Art == дин = OW 


ду 
(8.199) 
对 于 2m + 2 维 扩充 相 空 间 中 的 和 任意 一 个 函数 eV), R 

用 (8.162)、(8.189)、(8.192)(8.193) 和 (8.198) 式 可 得 : 





一 0. 





af OW әу ә 
А ак Oan, дй : 
= ау a 
(Aan +5, а). (8.200) 
出 于 日 ~ v Ан = (L +2) ә =, ив 
‚н, Ap] + A) Vsa =, 
《8.200) 式 有 А 
: vwH— ad у (8.201) 


但 是 W = (у, Y, ) — (в, з», srt Vn) 与 
Van 或 者 下 无 关 ， ИЕР Е у, 了 和 + ИИ, SHED 


E 


— 0. 这样 由 (8.201) 式 有 : 





= Š SW (aa 多 -Ara 
ТН = язуын) (А+ ” 2 р) л» Э, 
р (8.202) 
连续 施行 结果 ,显然 可 得 : 
эн = ^ E, (8.203) 


在 (8.195) 式 中 , 我 们 取 i= 1,2, т 就 还 原 到 2m 维 
相 空 间 中 的 李 变 换 (8.167) 式 。 如 取 j 一 六 士 1， 则 有 un 一 
Пит 和 Un+ 一 JIwV my 或 者 是 : 


S = Io, (8.204) 
和 U 
K = IH, (8.205) 
利用 (8.194) 和 《8.199) 式 ,由 (8.204) 式 可 得 : 
$= vip = r, (8.206) 


利用 (8.194) 和 (8.203) 式 ,由 (8.205) 式 可 得 : 


天 一 V%H 十 сина 


-4+ 5È 5" (дў аж 90... (8.207) 


лт СА 
Нл ИЗД K РАЗН х. Хе, RII 
仍 记 为 F(x,X,f,8)。 由 (8.189) 式 知道 及 是 经 李 变换 后 变 为 新 变 
Ж /Y 的 哈密 顿 函 数 ,我 们 也 仍 记 为 F*(y,Yzs6)。 这 时 (8.207) 
RRA 
Е*(у,Ү тв) = F(z,KX,r,e) + R(y,Y н 8). (8.208) 
,其 中 Козун) BARER, GR TE АН + 所 产生 的 ， 
由 (8.207) 式 有 : 


erf О 
ROY мв) = (es “а, (8.209) 


+ 379. 


(8.208555 ESE а ранив, Bi, НАУ 
系 。 如 果 求 出 了 余 函 数 R， 则 可 利用 该 式 求 出 新 的 哈密 顿 函数 . 

与 (8.171) 式 类 似 ,通常 变换 母 肖 数 WOY ,1,8) 也 能 展开 成 
в овак, БН 


И (у, 15) 一 >= т.095 Ya (8.210) 
这 样 АВОИ. 在 形式 上 也 能 展开 成 的 竺 级 数 , 关 于 s" 项 的 系 
вав SO, Y), 即 有 


Ауди 一 = EEPO Y). (8211) 


azon! 





ввп) к (ar ОИ), — у, a), Й@.20%9) 
式 又 可 写 为 


(у, Үл.) = -Ds SE Y D). (8.212) 


s= 


Во, ША оў AE = K 一 уур, 


#2071 


利用 (8.210) 式 可 得 у) e Эн ~ >= зо, шеа 


#107] ёғ 1208 





НОЖЕН: 


se = БС + (8.213) 
Г 


另外 ,将 (8.211) 式 与 (8.175) 式 要 比较 ,显然 БӘ 与 PP 一 
样 应 当 也 有 形 如 (8.181) 式 的 递 推 公式 : н 





$e = SRP + УС. S = Ид? 


не, 


+ EGBE, ти, (8.214) 


我 们 可 以 把 新 、 旧 哈密 顿 函 数 和 余 函 数 都 展 为 s отаи. 


F*(y,Y Yaon EE F*Xy, Үр), (8.215) 
F(z,X в) = x= ЕСХу,У t). (8216) 
ы т! 
RCY, Y ,r,e) = БЕ Ry, Yn). (8.217) 
由 《8.173) 和 (8.174) 式 知 道上 日 验 密 顿 函数 F 展 开 式 的 系数 是 
Е 一 FAYy,Y 1), (8.218) 
其 中 Fi 的 形式 与 (8.184) 式 完全 相同 ，Fo, Е... EFRA 


小 参数 s 相应 的 系数 ,只 是 它们 都 显 含 时 间 7。 
由 (8.212? 式 知道 余 函 数 R 展开 式 的 系数 是 : 
К = 7 Ay, Y t), (8.219) 
利用 (8.213) ,8.214) 和 (8.219) 式 可 以 求 出 诸 Ко, ЈА 


RD=— SP = — SW. 


д: 
Ru р = — (0+ LSO) 
_ (=. +ь9# 2w.) 


RO 一 SP = (SP + LSP) 一 —(SP+L,S 
+ LSP) ~ Ls ~ (2 1,073 
9: 


+ L BW, „(9% + L2) _ 





. (8.220) 
дг. 














д: “ө ө 
HW, Ө, Ө, 38W, ) 
s+ 2L aA L. + Li 
( Әр д, а а; 


эө, 


-38e 





将 (8.215) 一 C8.217) 式 代 和 人 (8.208) 式 后 比较 8 同 次 赛 的 系数 ， 可 
вайа, 的 李 变 换 中 新 哈密 频 函数 展开 式 的 系数 是 : 
Ее) — Fi) + RO, (8.221) 


将 (8.184) (8.218) 和 (8.220) 式 化 人 (8.221) 式 后 ,可 得 这 些 系 
数 是 : 
Әй, 


ЕО — pet RO В, + LiPo 5 


Fe ре + RO — F, + 2LF, + (L, + LiPo 


— Эз £0W, 
д: д 
PYD — FO) + RO m F,+3L,F, + 3(L, + LiF. (8.222) 
+ (L, + L,L, + 2L,L, + LF, — э 
— 21,898 — („+ Ш) 


将 (8.222) 式 代 人 《8.2157 式 后 就 可 以 算出 显 含 t 时 的 新 哈密 
SER FOY). Ма 

与 (8.186) 式 相 类 似 可 得 在 显 含 ; 的 李 变 换 中 新 、 肯 变量 之 间 
关系 是 : 


кар 
я = П»у = Еву 一 2720, Y, 
са . (8.223) 


Хп — EwY = РУО, У ы) 
#201. : 


其 中 系数 уо 和 Yt 的 形式 和 (8.187) 式 完全 一 样 , 只 号 由 于 变 
换 母 函数 矿 是 y, Y 和 + 的 函数 ,因此 y ЯШ У 也 是 у. УЖ 
* 的 函数 .由 (3.223) 式 可 以 看 出 在 显 含 z 的 李 变 换 中 ， Эт. HE 
最 之 疗 关系 也 是 同样 呈现 显 函 数 形 式 。 
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А 
+7 MERER 2 和 Л 项 的 摄 动 


利用 李 变 换 理 论 来 研究 人 造 卫星 运动 时 与 德 洛 勒 - 柴 倍 耳 变 
换 一 样 也 是 通过 二 次 正则 变换 ,相继 消除 短 周 期 项 和 长 周期 项 ,使 
得 经 过 变换 后 的 新 的 哈密 顿 浮 数 出 现 有 三 个 循环 坐标 ， 从 而 得 到 
运动 方程 的 解 .本 节 介绍 求 刀 和 用 项 的 摄 动 ,对 于 其 它 ](9 2 3) 
项 的 摄 动 可 以 采用 与 本 节 阿 样 的 方法 求 出 、 

1. 第 一 次 李 变 换 (消去 I) 

在 李 变 换 中 ,仍然 采用 德 洛 惑 变量 ， 这 时 的 有 昌 变 量 * Г.С, 
НМ, ХВ hg á 来 表示 。 新 变量 ?用 LGH RER, Y 
APEK 来 表示 。 我 们 可 以 用 h 当 作 为 小 参数 。。 当 忽略 J E 
其 以 上 项 时 ,由 (8.66) 式 可 得 这 时 的 哈密 央 函 数 : 

F = Po + Р, (8.224) 





其 中 


ЕСЕ А 


Е (8.225) 


в, Сар) = L (5 Y а — sinp), (8226) 


同样 我 们 可 以 把 F, ЖАРДЫ s М ЖБИ ХВ 
分 Р. 和 短 周 期 部 分 Pu。 注意 到 《8.70) 和 〈8.226) 式 之 间 差 别 仅 
是 系数 J,， 故 由 C8.72) 和 (8.73) 式 立即 可 得 这 里 的 : 
| Ly) 


F. = 
“плс 


(8.227) 


Ви о, + Во), (8.228) 


其 中 AB 和 а 的 表示 式 是 (8.74) 和 (8.75) 式 。 
由 于 这 时 不 显 合 时 间 1， 故 利用 《8.167) 式 进行 第 一 次 李 变 
的， 我 们 应 当选 择 这 样 的 母 函数 : 
了 


тоу А) И.) + Ьу, Y) + Ау, 


十 (8.229) 
使 得 变换 后 的 新 的 哈密 顿 函 数 F*(y,Y ,及 ) 不 再 含 了 。 由 (8.174) 
式 可 得 这 时 的 : 
FPF*(L’,G',H' ,8 ,hh) = FE(L',G'H' Z) + ҺЕ, 
вн, + Ë pa Н ужс. (8230) 
其 中 系数 ЕЕ 利用 (8.184) 式 并 考 束 到 F, = Еу н оосо = 0 nj 
以 算出 是 : 
Ft = F: = F (L), о. (8.23) 
ЕР = FD = LFot PLCE slag), (8.232 
P? = FP = (Li + В) + 21ҺЕ,, (8.233) 
由 (8.225) 式 立即 可 得 : 
saal 
в = дя. (8.234) 
= = OFo OW, 4....... — BF. OW 
HFLF = {Fo W) 3 ар f ӨР SL 
= = 1 SW, {ңы г зру LA 
ту gro 但 是 г 是 平 近 点 角 М, 





SAMA U на). 这 意味 着 LiFo 是 短 周期 


ЗЫМ а-в. Wi) = у Энни. RINE 


вже шање Саг 项 ) 和 短 局 期 部 分 ( 含 
P 项 分 别 可 得 : 


4 ` 
ЕР ВД, Н) = уз. (8.235) 
0= F (L.G...) + L Fo. (8 236) 
РЕ? = {LiFo + Е} в, = Lira teat (8.237) 


$384 ° 





0=— LiFo + {LiFot 21Р}, - (8.238) 


其 中 { Y. í L 分别 表 示 取 花 括号 内 各 项 的 非得 局 期 项 和 
短 周期 项 。 利用 (8.234) 和 (C8.235) 式 算出 新 哈密 乳 函 数 展开 式 中 
疡 的 零 次 和 一 次 寡 的 系数 F; 和 F#; 利 用 (8.236) 式 可 以 算出 变 
аи л оын 由 (8.228) 式 显然 有 : 


р > = г са + B'o). (8.239) 


其 中 AB o M о; (8.74) 9108.75) Фф L. С.Н 
和 8g 政 为 ИО fa z, 

О 91) 式 相 比 较 ， 如 果 将 5, 中 的 ! ЖЕ 改 为 
r mz, М и, 一 全 这 样 我 们 可 以 利用 (8.94) 式 得 到 (8.2397 


式 的 积分 结果 是 : 
Wa (AG ~ + sinf] В [5 sin 26) 











1 ， + > е. +, , 
+ 2920 ++ РЕЈ + 27 外 ‚ (8.240) 


利用 (8.238) 式 可 以 算出 变换 母 函数 展开 式 中 彤 的 一 次 宕 的 
系数 W,、 它 是 用 来 求 二 阶 短 周 期 项 的 ， 我 们 暂且 不 考虑 .利用 
(8.237) 式 可 以 算出 新 哈密 顿 水 数 展开 式 中 ;的 二 次 署 的 系数 (其 


у)? 


由 (8.236) 式 有 了 Po 一 一 Fu 而 И, 和 F, ВЖЕ №, ih 
有 
LiFot 2LF = {АРЬЕ} 
| = ЭСЕ, + P.) OW, 
ôL’ ar 
+ В+ F.) W, _ Ә(Е,+ Fu) 
96’ д ər 


= Е, + F.W. 





+ 885+ 





SW, _ д(Р,+ F.) ôW, 
х 203: САТА айын УЖЫ 8.241 
ді’ дг 8G“ зч) 





为 了 要 求 出 F? 一 LiF + 2LF. 需要 对 (3.241) 式 右 端 四 项 求 平 
Hi. 


ow, CA ӘР, 
ar 是 纯 短 局 期 项 ， ӨГ 0, # F, 和 әгі 是 常数 项 ， 


玖 (8.241) 式 右 妆 第 一 项 在 对 M 求 平均 值 时 P, + Р ИЯГЕ Fu. 
由 (8.235) 式 知道 Fw NA LC 和 R У с 无 关 即 有 


人 ~ оре 0， 因 此 (8.241) 式 右 基 第 三 和 第 四 项 在 求 平均 估 


时 F,+ F. 也 只 剩 下 Puv， 这 样 由 (8.241) 式 有 : 


8F,, OW, ‚ OF, ƏW, _ ӨР, SW, 
әг Or ӘС әұ ӨГ aL” 





= 





— аР, OW, | ӘР, OW, 8.242 
ôg ӧс + ac ôg (8.242) 


由 于 Pu- 一 Po 一直 ©з, ik 





ӘР, OW 1 OW, ƏW,_ 3 (7 
ƏL ór т? ЭРО Or 1" 


. (8.243) 








д {OW, 
жп 2 (ЭР 


д, 
m, ОРУ ЕН, ik 








9 (д, ат) 一 PF, ӘЖ, О, ӘР, o 
ar др ər 9: ок’ or ӘР Ё 


+ 315. 





由 此 可 得 : 


WW, _ ЭЎ, SW, 
а: а” ӨГӨ ӘР” 


利用 (8.243) 的 第 一 式 和 (8.244) 式 ,(8.243) 的 第 三 式 变 为 
ОЕ, OW, _ 1 FW. 5, 


(8.244) 














ar ór L” ӨГӨ Of 
SF, W, _ з (WF 
ЭЕ. W, _ з (SW. (8245 
ә’ ӨГ ( ər ) 89 





ино. s (a. g] 也 是 纯 短 局 期 项 、 有 к L 20) 


_ Ty ОЎ, FW SW, 


arar ас + aroo ар TU 由 此 可 得 ; 
BW SW, _ _ SW. SW, (8.246) 
Эго’ 0с WOC dg” р 


利用 (8.243) 的 第 二 式 和 (8.246) 式 ，(8.243) 的 第 四 式 变 为 
DW HW OY, 9P WW 














д: 96 LL Роб’ óZ — Әс др 
(8.247) 
将 (8.245) 和 (8.247) 式 代 人 (8.242) 式 ， 并 以 六 一 ага 
可 得 : 
=| ЗЕ + ЗЕ. WW, ү ЭР„ ЭЎ, 
E tac бу аб" бр 
3 е —2| ЭР; ӨЎ, ү ВЕ, ƏW, 
ДТ ar Ə д@ дг 
+ 1 Py ONY 
1 “ 48) 
+1 za WN). (8.248) 


+387. 


我 们 知道 李 安 痪 中 母 孟 数 W 相当 于 德 洛 勒 - 柴 们 耳 变 换 中 
母 函 数 5, 除 以 有 并 将 5 中 的 变量 1 和 & KAT Mg, ОН 
Ë F ЕНШ, Р, 也 是 相差 因子 2, 因此 比较 (8.95) 和 (8.248》 





式 可 以 得 由 这 样 的 结果 FARR Fr 相当 于 德 洛 惑 -从 售 耳 
变换 中 的 F? паца. лала, Неза 
У Р* 是 按 (8.230) 式 展开 的 ,而 在 德 洛 勒 - 柴 倍 耳 变换 中 
F* 是 按 (8.79) 式 展开 的 ,它们 之 间 祖 差 常数 因 于 点， 这 样 我 们 可 


以 采用 与 德 洛 勒 - 柴 售 耳 变 换 中 计算 这 些 函 数 平均 值 的 同样 方术 
来 计算 (8.248) 式 右 端 这 三 项 的 值 .但 为 了 方 使 起 见 , 我 们 就 直接 
引用 (8.129) 和 (8.130) 式 得 到 (8.248) 式 的 结果 是 : 


теак A 
ZOOG 
> © © ++ 
|- 49 +] =}, аз 


Ж (824003 КА (8.186) 3 (8.187) 式 后 可 以 得 到 新 、 好 变量 
之 间 的 关系 是 : 


Eoy t AWe 





. (8.250) 


在 (8.250) 式 中 , = 和 X 分 别 是 工 .G、B 和 hgh; мук 
别 是 LUGH 和 六 г, К. НИ, AST > кела ai 
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95, 3S, Əs, ôW, 95, ôS, 09$, 
т ЗС ӨР GEA Эу 相当 于 оге 9с ӨН? 因此 
(8.250) 式 可 具体 写 为 
L RLT ы Gm б ин; |. (8251) 
Теа, = tgs, hek Б, 
其 中 L Galne 和 h, 的 发 示 式 就 是 (8.99) 式 ,所 不 同 的 是 这 里 
变量 本 身 就 是 了 和 站， 而 (8.99) 式 是 在 忽略 二 阶 短 周 期 项 时 将 变 
量 ! 和 8 改写 为 上 和 8 W. Looti, 就 是 我 们 所 要 求 的 一 
阶 短 周 期 项 和 部 分 长 局 期 项 . 
2. 第 二 次 李 变 换 ( 消 去 g) 
在 第 二 次 李 变 换 中 , 旧 变量 * 和 X 分 别 是 LG'、H' ЯП, 
Wi 新 变量 y 和 Y 分 别 是 LGH” 和 ГВ". HAWA 
时 间 г, RIRA GI 式 进行 第 二 次 李 变 换 。 这 时 应 当选 择 
НИНУ: ` , 
бу Л) = ИТТ) + ВИТО» + BWO, Y) 


+ n (8.252) 
使 得 变换 后 的 新 的 哈密 顿 函 数 FO Y, л) ERA Г Жа 
8 。 由 (3.174) 式 同样 有 : 

F**(L”,G",H",h) = FECL" G Н”) 


+ LEPC” G", B”) + Ë. PPG, G”, B”) еее ; 
i (8.253) 
其 中 系数 Ft* 可 以 利用 (8.184) 式 算出 是 : 
Е = PECL”). (8.254) 
Е = І.Е + ВЕС" ,6",Н"). (8.255) 
ЕР = (Li + Е + 2L,F* 
+ FS(L”,G”,H" ,8"), (8.256) 
由 (8.234) 式 立即 可 得 : 
1. 
Ей е (8.257) 
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由 于 第 二 次 李 变 换 的 变换 母 函数 W" 是 通过 Е* 求 得 的 ， 但 
是 FARAPA, ЖК W* ERAI RO”, Вр WOY h) 
一 W*(L",G”,H”,g” ,及 ). 于 是 有 





ыр: ~ {PH WH} РЕ Hi =o 
LiF#— 0 
X 
LP? — (Fš, n- 38 0 . (8.258) 
ӨГ 
Я 
LFT = F wn = ĈET аг. 


利用 (8.258) 的 第 一 式 , 由 (8.235) 和 (8.255) 式 可 得 : 
Ft = FECL” ,G”,H”) 一 


жее у -下 


тст (8259) 


ат? жапе, РЁ 也 是 纯 长 局 期 项 ，F 扩 不 


AI Rg” 即 为 常数 项 。 但 由 (8.249) 式 知道 2} 包含 有 常数 项 
РЕ RIKI. РИ 8р: 

P? — БЕ F. (8.260) 
其 中 


п-н 8 E] 

++{-« у +5) ©) 

-中 -图 -可 | 加} еш 
п) + E)r. ш 


比较 (8.256) 式 二 边 常数 部 分 和 长 局 期 部 分 并 利用 (8.258) 的 
第 二 ,三 、 四 式 ,(3.260) 和 (8.261D) 式 可 得 ; 
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m- = FRL”, G" .69 一 gley i- щ( у 
Э) +э@/] 
(E-E - Е 


(8.263) 








ari PRE + FL”, ы”). (8.264) 


0 一 2 
由 (8.259) 式 有 = z|! - {Е н 1. 利用 该 式 与 


《8.262) 式 ， МЕ 积分 后 可 得 变换 母 函 数 展 开 式 中 零 
КЖ: 

“зе ы ) +5( (=) ] 

х > = <=) Г sin2g”, _ (8.265) 


由 (8.186) 和 (8.187) 式 可 得 经 过 第 二 次 李 变 换 后 新 , 旧 变 量 之 
间 关 系 为 








* 
z=y+ А00 十 

ow? . (8.266) 
X = ы дә +7 ; 


比较 (8-133) 和 (8.265) 式 ， 我 们 可 以 发 现 如 在 S г it 
为 иии? T. 于 是 (8.266) 式 中 的 h бт RATER- 








жн СЫ етар 57 у Ма гё Bi, 
л. 这样 (8.266) 式 可 以 具体 写 为 





E' =L", С =G" + GH =H” } 6267) 
lel h, g =g +z К <= +h 17 
其 中 Gling 和 h 的 表示 式 就 是 (8.135) 式 ,所 不 同 的 是 这 里 变 
量 本 身 就 是 g”， 而 《8.135) 式 是 在 忽略 二 阶 长 周期 项 时 将 变量 
z 改写 为 ”的 ，Gi、ii、8t 和 h 就 是 我 们 所 要 求 的 其 余 一 阶 长 
Жи. 
3. вм 
经 过 二 次 李 变换 后 ,所 有 广义 坐标 lg" R hr 都 成 为 循环 
坐标 了 ,运动 方程 可 以 完全 积分 将 (8.257)、《8.259) 和 (8.263) 式 
ЖА (8253) 式 后 可 得 经 过 二 次 李 变 换 后 的 新 的 哈密 顿 涵 数 F** 
= FIAL” ,G”,H”, h). 将 它 代 入 正则 方程 有 : 
aL” n dG” ан" 











一 0 

dz 4 ds 

а" др фа" ___ др" 

d ө? d: 8G” . (8.268) 
aw ôR 

d: Өн” 


Ж (8.257), (8.259) 和 (8.263) 式 分 别 与 (8.110)、(8.111) 和 
《8.131) 式 相 比较 , 我 们 可 以 发 现 二 者 形式 完全 相同 ， 只 是 后 者 分 
别 多 了 常数 因子 《J 、 和 此 、 因 此 下 它们 所 构成 的 《8.253) 
和 (8.101) 式 即 经 过 二 次 李 变 换 后 的 新 的 哈密 顿 函数 和 经 过 二 次 
柴 倍 耳 变换 后 的 新 的 哈密 顿 函数 F 完全 一 样 ， 因 此 (8.268) 式 
右 端 系数 就 是 (8.136) 式 ,对 时 间 # 的 积分 结果 就 是 (8.137) 式 、 由 
此 可 得 在 李 变 换 中 J, 项 的 一 阶 解 是 : z 

L= +014, печь + Gn) 


„ А dg” 
GaG +G +G, g— g + g+ g+ G hi. 


H =H, к” какаа) 
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s. ` (8.269) 
Кш, ВУ 是 初始 值 ; Loree A, 是 一 阶 短 周期 项 和 


部 分 长 周期 项 ; G1,…… 是 其 余 的 一 阶 长 局 基 项 -4 全、 





| 和 -是 准 到 一 阶 的 长 期 项 系数 。 它们 的 表示 式 分 别 与 《8.99)、 


《8.135) 和 (8.136) 式 相册 

如 果 将 〈8.269) 式 转换 成 利用 轨道 根 数 "来 表示 ， 我 们 由 
《8.139) 《8.140) 和 (8.141) 式 可 得 结果 与 (8.145) 式 一 样 , 其 中 4,， 
ЕЕЕ М, еМ, 和 О, 等 为 (8.142)、(8.143) 
和 (C8.144) 式 所 示 .。 

4. 李 变 换 和 德 洛 勒 - 柴 倍 耳 变换 之 间 的 差别 和 关系 

由 前 面 可 以 看 出 李 变 换 与 德 洛 勒 - 业 倍 耳 变 换 不 同 的 是 ; 在 


李 变 换 中 ， ЗВОН анн ве 
ЖЕЙ AN ИЖ ае т аай 


ЖА НО РЕНО. 19705 — AE Т 5 НИ 
勒 - 柴 信 耳 变换 是 完全 等 价 的 。 但 是 李 变 换 与 柴 倍 耳 变 换 还 是 有 
一 定 差别 的 ， 这 些 差别 反 喘 着 李 变 换 的 一 些 优点 .〈1) 在 李 变 换 
中 ,新 、 旧 变量 变换 关系 是 呈现 显 水 数 形式 ;而 在 柴 倍 耳 变换 中 , 它 
们 是 呈现 隐 函 数 关系 ， 这 样 若 求 高 阶 摄 动 时 需 满足 雅 可 比 行列 式 
不 为 者 而 且 求 时 也 十 分 麻烦 ，(2) 在 李 变 换 中 很 容易 得 到 它 的 逆 
ЖЮ, ДЕН, НЕ у, У.Х 互 换 关系 十 分 简单 而 又 方 
E. (з) 在 李 变 换 中 ,新 、 旧 哈密 上 顿 通 数 转换 关系 展开 式 的 系数 具 
有 形 如 (8.180) 式 的 递 推 关系 。 在 显 合 时 间 + 时 ,它们 的 余 函 数 展 
,天 式 的 系数 也 具有 形 如 (8.214) 式 的 递 推 关系 ,因此 便于 计算 机 推 
ма. 但 在 柴 倍 耳 变换 中 , 新 、 旧 哈密 顿 函 数 转换 关系 如 (8.84) 式 比 
БЛ, ВТК РКА ХЕТ ААЫА ғ 
эКИ. 
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1962 年 二 在 由 秀 兽 利用 德 洛 勒 - 柴 倍 耳 变换 推算 了 人 造 卫 星 
在 地 球 引 力 场 中 运动 的 二 阶 解 , 过 程 显得 十 分 繁复 ,因此 他 本 人 再 
,也 没有 进一步 求 更 高 阶 的 解 。1977 年 木下 宙 (Kinoshita) D Ja Ж 
ИЛ, Ил Или, 在 仅 考虑 这 三 项 时 ， 他 采用 可 变 
换 得 到 了 人 造 卫星 在 地 球 避 力 场 中 运动 的 三 阶 解 ， 结 果 得 到 卫星 
轨道 根 数 的 三 阶 短 局 期 \ 长 周期 和 四 阶 长 期 变化 。 


58 中间 轨道 和 二 个 不 动 中 心 问题 


在 天 体力 学 中 ， 只 有 极 少量 的 力学 系统 是 完全 可 积 的 其 中 
二 体 问题 就 是 属于 这 样 的 力学 系统 。 因 此 人 们 通常 把 二 体 问题 的 
运动 轨道 一 圆锥 曲线 当 作 天 体 运动 的 一 种 近似 轨道 。 后 来 人 们 
又 进一步 寻找 新 的 力学 系统 。 希 望 这 个 力学 系统 仍然 是 完全 可 积 
的 ， 但 是 它 要 比 二 体 问题 更 加 接近 天 体 运动 的 真实 情况 。 我 们 称 
天 体 在 这 样 力 学 系统 中 的 轨道 为 中 间 轨 道 。 

1760 年 欧 拉 在 研究 月 球 运动 时 首先 找到 了 一 种 中 间 轨 道 ， 这 
就 是 著名 的 二 个 不 动 中 心 问题 。 在 限制 性 三 体 问题 中 ,如果 二 个 
主星 体 彼 此 相 虐 很 远 可 以 认为 它们 相对 钳 狂 系 是 固定 不 动 的 ， 讨 
论 小 天 体 在 这 二 个 主星 体 的 引力 作用 下 的 运动 问题 称 之 为 二 个 不 
动 中 心 问题 或 者 欧 拉 问 题 。 欧 拉 发 现 二 个 不 动 中 心 问题 是 完全 可 
积 的 。 因 此 他 利用 这 样 力 
学 系统 的 运动 轨道 作为 月 
于 运动 的 中 间 雪 道 。 

为 了 方便 起 见 ， 我 们 
假设 初始 时 刻 小 天 体 是 在 

， 。 它 与 二 个 主星 体 所 构成 的 
Е > т 平面 内 运动 ,这 时 二 个 不 








动 中 心 可 以 作为 平面 问题 
те 来 考虑 ， : 


如 图 8 2, RI1212 4358 P, ЯР z lh, ZD 
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中 点 口 为 坐标 原点 ， 若 P 和 号 之 间 的 更 离 为 zc ， 则 它们 与 小 天 
ЖР 之 间 的 距离 平方 分 别 为 
ri= (z + c) + y' }- (8.270) 
P = (= ey y 
在 这 样 的 力学 系统 中 ,小 天 体 P 的 位 函数 是 : 
т = + №, (8.271) 


其 中 д = СМ,, m= GM. М, ЯМ, 分 别 是 名 ТР МА 

#. 
我 们 作 梯 勒 变换 , 令 : 

xz 一 cchgicosg，y》 一 cahgsing。 (8.272) 

其 中 ch 和 sh 表示 双 曲 余弦 和 正弦 函数 ，9 和 p 作为 广义 坐 ， 

将 (8.272) 式 代入 (8.270) 式 后 ,不 难 推 得 : 


ri = (chg + cos q) h ` (8.273) 
ri = ¿(chq, — cos q)’ 
利用 上 式 ,(8.271) 式 化 为 


V иба + соз 6) + ова, — оз), 


， (8.274) 
将 (8.272) 式 对 上 求 一 次 微 商 后 有 : 
# = (ће созй, 一 chg sin фф) }- (8.275) 
ӯ = с(сһф sin 9,4, + shqicos 9:4, ) 
由 (8.275) 式 可 得 在 这 样 力学 系统 中 , 小 天 体 P 的 单位 质量 的 
动能 是 : 
T= LG + y) = Това — ооа) + 4), 
(8.276) 
相应 的 广义 动量 : í 
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a= = = “Cha, — соф) 


ма (8.277) 
ртр "(ch’q, 一 созд): 
利用 (8 274) ,(8.276)#1(8.277) Жун ERR ДЕЙС: 
H=T—V= зө — cosg) (P+ pi) 


= Lulh + соз)? 


Š оа — соз фу“, (8.278) 


根据 理论 力学 知识 ,这 时 小 天 体 的 运动 应 当 满 足 哈 密 顿 - 雅 可 
比方 程 : 
55 + н(а, ё Ds у) ео, @—1) (8279) 


д! 94, 
ЕВ 50403) Е: 
КУ „= x: (8.280) 
j g = 95 (8281) 
2. 


这 里 а 和 0, 称 为 正则 常数 . 
《8.279) 式 是 一 阶 偏 微分 方程 , 可 筷 采 用 分 离 变量 法 来 解 。 由 
于 哈密 顿 函数 不 显 含 时 间 +， 因 此 方程 存在 一 个 积分 所 一 @。 将 
SHE nME о 的 部 分 分 离开 来 ,分 别 用 5 和 5; 来 表示 、 则 母 
Кир ым 
$= а + SG) + 590). (8.282) 
将 (8.278)、(8.280) 和 (8.282) 式 一 起 代 和 人 〈8.279) 式 后 可 得 : 


GS) (G) оао + оез ео. (8.283) 


其 中 
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Ока) = 22а + 2040 + ш) |. (8.284) 
Olh) 一 ?camcos + 206054: pn — из) 

由 于 4 和 4, 相互 独立 ,办 此 (8.283) 式 右 端 含 a 的 部 分 和 

E о 的 部 分 都 应 当 是 常数 ， 这 个 正则 常数 可 以 记 为 o RIE 


(HA) жш ==, ИА) — OC) = е, 这 时 原来 


的 一 阶 信 微 分 方程 化 为 二 个 一 阶 党 微分 方程 ,并 且 可 以 直接 积分 ， 
积分 结果 为 
ы) = Убив 


2 (8.285) 
ыш) = +|V 0а 


将 (8.282) 和 (8.285) 式 代入 《8.280) 和 (8.281) 式 并 且 利 用 


(8.284) 式 ,我 们 可 得 : 
= 95 „45. = 
ёт = qa +V Ga) 
95 _4% . 
b ” ба," dg ~ avn 


7 44, 


(8.286) 


з) АР 
ве + 95 + 9% —, + Í базе gq, 一 [ев 
еы да р b 


95, д5, 1 d ра а 
ht 
(8.287) 


在 (8.287) 式 申 出现 这 样 四 个 积分 。 二 dp、 f8 аа, 和 


|. j=. dg. RE а = cha, И dz = shgdg 或 者 





р = f s. [аа ~ +} б (8.288) 
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Җир Ра) = (z — ЮО + efu + а) — в], 
同样 令 为 一 cos q. ЙЇ dx, 一 一 sinqydg， RE de 一 一 
1 
了 те 于 是 有 : 
1 gallii coth 1 = sidr, 
Е Ра т 
(8.289) 
AH Gln) = (z) — 1)[2‹%сух1 + 200 — вх: — m], 
HT F(x,) 和 G(x) 都 是 和 的 四 次 多 项 式 , 因 此 (8.288) 
和 (8.289) 式 部 是 属于 椭 贺 积分 ， 
从 (8.287) 式 ,我 们 可 以 求 出 小 天 体 的 广义 坐标 是 : 
$ = Фа заз „В, B, 1) р (8.290) 
Ф = 90%, Br „в: 1) 
另外 ， 由 《8.277) 式 有 


di = glehig — оо) р, (8.291) 


将 (8.284)(8.286) 和 (8.290) 式 代入 (8.291) 式 后 ,我 们 可 以 得 
到 小 天 体 的 广义 速度 是 : 
Ф = Фа B, fr) } (8.292) 
4 — $m ха „ви э э) 
上 面 所 得 到 的 (8.290) 和 (8.292) 式 就 是 二 个 不 动 中 心 问题 的 
解 ， 解 中 包含 有 椭 敬 积分 。 从 本 节 讨论 可 以 看 出 二 个 不 动 中 心间 
题 确实 是 一 个 完全 可 积 的 力学 系统 ， 因 而 能 够 把 它 当 作为 一 种 中 
闻 轨 道 。 














59 ”斯 特 轧 型 出 间 轨 道 


中 间 轨 道理 论 不 仅 用 来 研究 自然 天 体 的 运动 而 且 用 来 研究 人 
造 天 体 的 运动 。 在 人 造 卫 星 运动 中 ， 人 入 们 也 提出 了 一 系列 的 中 间 
轨道 . 由 前 章 讨论 可 以 看 到 ,对 于 上 且 前 已 发 射 的 编 大 部 分 卫星 , 主 
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要 摄 动作 用 是 来 自 于 地 球 引 力 场 位 水 数 展 式 中 的 带 谐 项 ,特别 是 
& М 和 J 的 项 .因此 这 时 的 中 闽 轨 道 至 少 要 包含 项 的 主 
要 影响 ,如 有 可 能 应 当 包含 更 多 项 的 影响 . ` 
1957ER ЕИ ЖЕН Т —Ж ДЫН. ЛИК СОа- 
rfikel)， 阿 克 斯 内 斯 CAksnes) 等 人 也 陆续 提出 了 类似 的 中 间 轨 
道 。 他 们 采用 的 是 球面 坐标 ， 所 到 的 中 间 轨 道 的 解 中 都 包含 了 了 
项 所 引起 的 一 阶 长 期 项 ,结果 中 都 有 王 圆 积分 ,我 们 可 以 把 它们 统 
称 为 斯 特 恩 型 中 间 轨 道 。 
在 人 造 卫星 运动 中 ， 所 选取 的 中 间 轨 道 应 当 满 足下 列 三 个 条 
件 : 
G) 如 果 用 球面 坐标 《7 ,p24》 作 为 广义 坐标 , 则 位 函数 的 形 


式 应 当 是 V 一 FCr) 十 ©, 这 样 卫星 运动 的 哈密 顿 - 雅 订 比 方 


程 才能 分 离 变 量 , 使 方程 变 成 为 完全 可 积 的 . 

(2) 中 间 轨 道 的 解 至 少 要 包含 J, 项 所 引起 的 一 阶 长 期 项 , 

(з) 中 间 轨 道 的 轨道 根 数 计算 要 尽 可 能 地 简单 些 、 同 时 还 要 
便于 考虑 进一步 的 摄 动 计算 

利用 第 一 章 知识 ， 可 得 以 球面 坐标 为 广义 坐标 时 卫星 单位 质 
量 的 动能 是 : 


T= т“ tre + rospi) (8.293) 


由 (8.293) 式 可 得 这 时 的 广义 动量 是 : 
эт ат _ 2 ~ 91 ~ poo 
PT gy рт оф r$ р Р зр, 
(8.294) 
将 它们 代入 《8.293) 式 后 可 得 用 广义 动量 来 表示 的 卫星 单位 质量 
的 动能 是 : 
„їй Y ag ИК 
т Hari PE ил), (8.295) 
如 果 位 函数 的 形式 是 : 


*з99, 





w =) + 4), `. (3206) 


яажа ан 
是 ~ 了 一 中 一 (atat s P)O P кә, 





(8.297) 
Е (8.297) 式 可 以 看 出 哈密 顿 刀 不 显 含 时 间 z 和 广义 坐标 4， 
因此 方程 存在 二 个 积分 Н — a 和 p — о, 这 时 母 浮 数 可 以 写 
为 А 
= —au + ай + Slr) + Sle) (8.298) 
将 (8.280)、(8.297) 和 (8.298) 式 一 起 代 和 人 哈密 上 顿 - 雅 可 比方 程 
(8.279) 式 后 可 得 : i 
2) + Сы) — ВО + oy) 一 0 (8299) 
其 中 + 

RC) 一 ый + 2rxf(r) 

Фф 一 -一 一 28(G9) Í азо) 
cos'p 

ERRA r 的 部 分 和 含 P 的 部 分 已 经 分 离 ， 出 于 * 和 互相 
独立 ,因此 这 二 部 分 都 只 能 为 常数 。 在 地 球 引 力 场 中 ，&(9) ~ h 


是 一 阶 小 量 ， 故 обу) > 0, 这样 合 ?的 部 分 (F) 十 ош 


ыта, a жю (25) 一 R(r) 一 一. 
(8.299) 式 化 为 二 个 一 阶 常 微分 方程 并 且 可 以 直接 积分 ,积分 结果 
=: 


S(r) = «У Thdr 
= 1 N (8.301) 
$,(@) 一 tfv ai — @(çg)dp 


400» 


从 (8.300) 和 (8.301) 式 同样 可 得 : 


一 83 4% у,1,/ угш 
а T dr + RC )— < 
8s Ее 
р 一 ду ж dy +V lp) |. (8.302) 
= 95 
FUL | 
m 
Ba = — + 85 — :+ | 
— 95, + 9% {mg m 
Рав Dm ЕК z f p? fe (8.303) 
д5, _ p 
в =а+ Фо, 2 一 когу” | 
利用 (8.294)、(8.302) 和 (C8.303) 式 不 难得 到 卫星 在 球面 坐标 
中 的 位 置 和 速度 ; 


r = т (в ут ут „В, эВ эВ 3t) 

P = (ооз за fff, >t) 

1 == Мо ,ж sats „В, эйэ эбэ!) 

Ф ила за, ffi) |° 

ф = po зог ›о убу В: >В, ә!) 

і — о за зв эВ Ва эйэ!) 
1964 年 加 尔 芬 科 给 出 了 以 球面 坐标 为 广义 坐标 时 位 函数 的 最 

一 般 形式 是 : 


三 = 二 一 3 (sp 一 б) + e + с. Pt (81305) 


(8.304) 


RP С..С,.С. № С. 是 特定 常数 . 
显然 (8.305) 式 是 满足 第 一 个 条 件 见 位 函数 形式 是 (r) 十 


的 ,因此 它 是 完全 可 积 的 。 这 时 可 取 : 


ат» 


уса E 
х Я (8.306) 
ә) — — лса С) 
НЕЗ DATARE, ERREKEN М,Н 


7 一 上 Арто = 1 J: (Binip 1) (8.07) 
r m r ar 





这 时 地 球 引力 场 位 函数 与 形式 为 《8.305) 式 的 中 间 轨 首位 函 
类 之 差 可 视 为 摄 动 ,振动 函数 是 


вту, [зир с) — Gig 1) 
+36: + зе, (8.308) 
F r 


在 (8.308) 式 中 , 有 常数 项 和 短 局 期 项 ， 它 们 对 中 间 轨 道 的 轨 
道 根 数 会 产生 长 期 变化 和 短 周 期 变化 。 为 了 使 中 间 轨 道 能 够 满足 
第 二 个 条 件 即 它 应 当 包含 有 ), 项 所 引起 的 一 阶 长 期 变化 , 故 首先 
将 R 对 对 求 平 均值 以 消除 短 周 斯 项 的 影响 。 

由 于 sinp = sinisin (о + j), sinp = „уян! 一 cos(o 十 


从]， 利 用 (7.68)、7.69) 式 和 表 7-1, 我 们 可 得 : 
(ьс) ) бвр с) = G — гу “(29 — с) 








Сува» ) (Зі — 1) = (1 н Ssin'i ~ 1) | (8.309) 


E -0-a | 


另外 ,还 有 


(5-2 tE sar (8.310) 


将 (3.309) 和 (8.310) 式 代 人 (8.308) 式 后 可 得 ; 


+402. 





- ев еа оа - | 
Е 站 вам -Ма-е) "|: 5 с.с, 
луі 1 РИТ 
часа феи + şel- (; = о). 
Ж (8311) 
式 中 p = a(1 — е), 
要 求 中 间 轨 道 位 函数 V, 包含 有 ИК, 则 必须 有 
R 一 0， 由 于 卫星 的 轨道 倾角 ; 可 以 任意 的 ， 因 此 可 以 从 (8.311) 
акк АНАН: 
с. = +” а= і пе 267 — еу + 2C., (8.312) 


BEE, i 
可 以 化 为 (8.305) 式 ,各 人 相应 所 采用 的 系数 如 表 8-1 


Rs- ФЕ 





由 表 8-1 可 以 看 出 他 们 所 采用 的 中 间 轨 道 的 系数 都 是 满足 
(8.312), ВЕНЕТО ВУ һї— 
阶 长 期 项 . 

将 (8.306) 式 代 人 (8.300) 式 后 ,可 得 在 他 们 所 采用 的 中 间 轨 道 
t: 

R(r) = 2 + 2G(— 37,C)r — Shes 
ñ (8.313) 
ORS z + ЗС, (зар — С,) 


、 将 48.313) 式 代 人 《8.3027 和 《8.303) 式 后 可 得 对 于 斯 特 思 型 中 , 


нз. 


间 轨 道 卫星 的 位 EMAR. 在 (8.303) 式 中 有 四 个 积分 ,| 上 dr ， 





| 
aar -和 (ар, (8 = Jz TE 
jam (ер, = dg。 前 二 个 积分 类 似 二 体 问题 可 以 


通过 变量 变换 г = a(l — есоз Е) 和 r 一 





ecos: BMT 


分 ， 对 于 后 二 个 积分 ,我 们 令 r= sinp, TLX 


Ë esa i 





| (8.314) 





: без т я ЕЯ 
НР (e) + +0, со Ë: + pa a+ с] = 


+ 2йаб ә 

o 
(8310538 BY, 因此 斯 特 恩 型 中 间 轨 道 的 解 中 也 包含 
НИЯ. 

与 二 体 问题 相 类 似 , 中 间 轨 道 也 可 以 引入 相应 的 轨道 根 数 a、 
#490 和 M. 来 代替 (3.304) 式 中 的 正则 常数 aa. (k — 1,2, 
3)。 我 们 可 以 根据 初始 时 刻 时 的 卫星 的 位 置 r 和 速度 г, RE 
相应 的 初始 条 件 通 过 轨道 计算 确定 中 间 轨 道 的 轨道 根 数 о.б) 
G= 42，…6)， 然 后 类 似 第 五 章 所 得 到 的 摄 动 运动 方程 ， 将 中 
间 轨 道 的 摄 动 函数 R 即 (8.308) 式 代 人 进行 摄 动 计算 ,结果 可 得 所 
需 时 肇 : 时 的 中 间 轨 道 的 轨道 根 数 одо: 一 1: 2，…6)， 算 出 
这 时 卫星 的 位 置 > 和 速度 7 


510 文 梯 型 和 阿 克 谢 诺 夫 型 中 间 轨 道 


1959 年 文 实 首先 将 二 个 不 动 中 心 问题 应 用 到 人 人造 卫星 返 动 
中 ,得 到 一 种 中 间 轨 道 , 称 为 文 梯 型 中 间 轨 道 。 这 种 中 间 轨 道 的 解 


He 


T 











фа, 项 和 大 部 分 J, 项 ,因此 它 
比 斯 特 恩 型 中 间 扫 道 更 加 接近 卫星 的 真实 运动 轨道 ，1963 年 阿 克 
谢 庄 夫 也 利用 二 个 不 动 中 心 问题 提出 一 种 中 间 轨 道 ， 称 为 阿 克 谢 
庄 夫 型 中 间 轨 道 ， 这 种 中 间 轨 道 钓 解 中 包含 有 J.J, 和 大 部 分 N 
项 ,是 目前 最 接近 卫星 真实 运动 轨道 的 一 种 中 间 轨 道 , 文 梯 型 和 
阳 克 谢 雍 夫 型 中 间 轨 道 都 是 以 旋转 本 球 坐标 作为 广义 坐标 结果 
中 都 含有 粮 圆 积分 ， 它 们 的 解 比 斯 特 恩 型 中 间 轨 道 的 解 更 加 精确 
但 也 更 加 复 如 自然 进行 轨道 计算 和 进一步 考虑 振动 计算 也 到 更 
加 困难 些 。 1968 年 阿 克 谢 诺 夫 进一步 考虑 了 摄 动 。 把 解 准 到 用 
项 得 到 卫星 在 地 球 引力 场 中 运动 的 二 阶 理论 。 1971 PARRET 
《Hacomona) 又 更 进一步 把 解 准 到 朋 项 得 到 卫星 在 地 球 引力 场 中 运 
动 的 三 阶 理论 ， 下 看 就 介绍 这 二 种 类型 的 中 间 轨 道 ， 

1. 文 梯 型 中 间 雪 道 

作 空间 梯 勒 交换 : 














Е = с chë віл ӨсоѕА 
y = cch£aln 0 sin 1 | (8.315) 
z = с 510050 
Жи 是 实 常数 . 
我 们 令 
e= сЕ, m = соз0, (8.316) 
于 是 (8.315) 式 化 为 
s- VUE SG oo 
; se троны ба) 
z= 
ГУ (от1) В РЕВВА. ИХ (8.317) 
可 以 看 出 
Eq am ың... в д 
m 2 в ёа—{)у ст 


当 pm 恒 量 时 ， 前 者 表示 以 = 轴 为 旋转 对 称 的 旋转 椭 球 面 ; 当 
s. 





1- ERN, BARRA = 轴 为 施 转 对 称 的 蔷 叶 双关 面 ; 另外 ， 
4 ~ 恒 量 时 , 是 一 个 半 平面 。 显然 它们 的 变化 范围 是 : ¿< p < 
00, —1<sx< 1, 0 <1=< 2я, 











由 (8.317) 式 ,不 难得 到 
КОЕ, 
Ж “d p 9°%%› z =1-1 рад, — = у 
N 2 2 2 
z- Pt Ро, a ==“ пад — р, 
‘Ox ду 


Эх = —Dsin4, ETS = Юрсоѕ4, 5: = 0 
i (8.318) 
Ah Devt гуа —+). 

РАЯ (рол, 2) 是 一 个 正 交 举 标 系 , 故 从 (1.10) 式 
可 得 空间 的 度 规 张 量 是 : 





gu 0, 0 
Te ғ» 0 ) (8.319) 
0, 0, 2 
利用 (8.318) 式 ,可 得 式 中 
1 а ВВ 
s= (F) (80у + (0) ЕЕ 
(д. ду} 9: } 0+ стр 
а) (2) (бы =: ` 1. (8.320) 


ax 下 дуу É 
(55) +(@) +(@) 
= (+ губ 7) 
(зун ЕНЕНЕ клр, РЕЮЖЕТЯ 2 + 
y + 2 — ый + вый + 2。 利用 《8.320) 式 就 可 以 算出 这 时 卫 
星 的 单位 质量 的 动能 是 : 
-læ = ежет a 
т 2 (жэ) zt fte š 


66° 





+ ыа H+ (B+ ~ DE |. ` (зї) 


文 梯 型 中 间 轨 道 实际 у, 
上 基 一 种 二 个 不 动 中 心 癌 
题 。 这 二 个 主星 体 的 质量 
相等 .在 理论 单位 制 中 ,有 


1 
ие ра = 


2 


由 于 地 球 引 力 场 位 函 
数 基 本 上 是 以 = 轴 为 旋转 
对 称 的， 因此 可 以 假定 这 
二 个 主星 体 都 在 z 轴 上 ， 图 8-3 
АЕБ. — ic Mz 一 一 ic ， 如 图 8-3 所 示 , 图 中 Ref 四 
和 me) 分 别 表示 复 平面 上 的 实 轴 与 虑 灿 . 与 一 般 二 个 不 动 中 
心 问题 不 同 的 是 它们 都 分 布 在 虚 轴 上 . 

在 这 样 的 二 个 不 动 中 心间 题 中 , 卫 是 的 位 函数 


V, = h + t — ц + х), (8.322) 





n т, 2 六 
式 中 
mV 二 | (8.323) 
; n = VE + у + G + ie): 
将 (8.317) 式 代入 (8.323) 式 后 可 得 : 





rim Ce с) n) + (m — к = A— 
ri= (+ гуа — m) + + су A+ iB ТЕ в 
其 中 ЕЯ 
А0 сор, В 2с. ` (8325) 
由 (8.324) 式 很 容易 得 到 : 
r = V + в = 2 + ор } (8.326) 
пп = V 2⁄4 + 2r,r, — 2p 


将 (8.326) 式 代 人 《8.322) ТИ, B 


+407» 








аав 


ре оне] 1) 8.327 

' Z+ 2 „+ ien ) ‹ ) 

由 于 (o + о) = @ oen + icm = r: e + aieru, Ж 

= snp 一 了 ,因此 ет O art губ, Дш 
7 otim > 


tm 一 二。 将 它们 代入 (1.40) 和 (1.44) 式 可 得 : 


r 


1 15 А 
P. a 8.328 
ах T Рау (8320) 


利用 (8.328) 式 。(8.327) 式 化 为 
n=: 56-04) Pal sing) 


- 1! = En sin в) + СРС 9) — el 


(8.329) 
Ж (8.329) ЯП (1.51) 式 相 比较 ， 如 果 令 с л, WERD 
(8.327) 式 的 位 函数 就 包含 了 地 球 引力 场 位 函数 展 式 中 的 h K. 
由 表 1-1， 取 J, = 1082.64 x 10%, W] c= 32.9035 x 10° — 
209.864 公里 ，c 一 1.172 x 10, 而 了 一 一 1.618 x 107*, Я 
此 文 梯 型 的 中 间 轨 道 的 解 包含 有 项 和 大 部 分 的 J, 项 ,自然 比 斯 
畦 恩 型 中 间 轨 道 更 加 接近 卫星 的 真实 运动 轨道. 
由 (8.321) 和 (8.327) 式 可 得 在 文洋 型 中 间 锁 道中 蛤 密 顿 消 数 
Е: 


u= Le 
2 





ый 
| 
+2 Ë u сулы 


1 - ө 
трав" 





(8.330) 





п ST = (+ а, 


ACORDAT ШЖ HAS : а, WHEE 
在 二 个 积分 H — a 和 p; оо, ЕТИУ 
S = ви + ад + 5,00) + 5,09), (8.331) 
Ër # + ст Лр Ее, 
PREFA EHAA 1р Pte’ 
Ж (8.280), (8.330) 和 (8.331) 式 一 起 代入 哈密 畅 - 雅 可 比方 程 
《8.279) 式 后 可 得 : 


е (98) а (18) — мо) + оў. 





. ‚ (8.332) 
其 中 
MC) = 20+ mp + EB 
Pte 
2 K G) 


NG) = —2 + +a 

HF ¿= V h, 是 一 个 小 量 , 因此 NO) > 0, (1 — т) x 

(s ) +NG)> 0, еж. 同样 (8.332) 式 经 分 离 变量 后 化 
为 二 4 一 阶 常 微分 方程 可 以 直接 积分 ,积分 结果 是 ， 





зә) = УР pap 
Pre 
== (8.334) 
S) = ESV Gas 
рер 
其 中 | 
FC) = (Z + EXM а) 
‚ (8.335) 


СО) = (1 — т) а №) 
= (1-0 + 2р) — о] 
由 (8.333) 和 (8.334) 式 同样 有 : 


* "409. 


1 
= (# + ара — od) + em | 





a= 95 = 95 — L FÜ) 


ә би 


-iña Ca) 
һ= . dn in (8.336) 
я 
和 А 
в + 99 + 95 (ар af en. a.) 


да... дщ FO) 
Si у 95, Са 
pp 
д» ðm jz С» 2 (я) 
as 95, “m 
А+ э Тр Fatt 
ða. lg + VR p 


Ува) | 





*|——“==h 
sss 
(8.337) 


由 于 Feo) п СО) р 和 的 四 次 多 项 式 ,因此 (8,337) 
式 中 的 六 个 积分 都 是 枉 贺 积分， 与 前 面 一 样 ， 利 З (8. 336) 和 
(8.337) 式 可 以 得 到 文 梯 型 中 间 轨 道 的 解 。 

为 了 便于 积分 ， 我 们 也 可 以 将 解 表示 成 参数 形式 . 由 (8.3307 
和 (8.336) 式 可 得 ， 


de ~ + FC), 41 ны. 
d: #ё+ гү ds oter 








4 "G+ G° s" 
УЕ т, 有 d= (о + “уйт, 积分 结果 是 

1) = je + су) (8.339) 
《8.338) 式 积分 后 有 I 





"Иза 


ето | 
Р 1 с е аъ, (8.340) 
式 中 C.C, 和 С, 是 积分 常数 ,它们 代替 0.5 和 5. 


《8.340) 的 前 二 式 积分 结果 是 


e= о(т), n = (т), (8.341) 
将 (8.341) 式 代 人 《8.3397 和 (8.340) 的 第 三 式 后 ， 积分 结果 是 
4=17), r=) (8.342) 

将 (8.341) 式 代入 (8.338) 式 后 可 得 : 
6 = #(т), ñ = 907), i = Мт) (8.343) 


(8.341). (8,342) 068.343) 式 就 是 文 梯 型 中 间 雪 道 解 的 参数 
形式 , 解 中 仍 全 有 裙 图 积分 , -+ + 
2 阿 克 谢 诺 夫 型 中 间 扫 道 。 
仍然 采用 旋转 模 球 坐标 系 олд), ДЖЕН = 四 
BH co 处 ， 这 时 , 它 与 直角 坐标 系 的 关系 是 : 
| z= VG + 2) cosl 
y= VG гуа sina h 130 
z = m +. са; 3 
式 中 < 和 为 实 常数 = 
#1 (8.318), (4.319) (8.320) 式 可 得 在 这 种 坐标 系 中 卫星 
单位 质量 的 动能 了 仍然 是 
形式 (8.321) 式 。 
阿 克 谢 诺 夫 型 中 间 轨 
道 也 是 一 种 二 个 不 动 中 心 
问题 。 它 的 二 个 主星 体 的 
质量 分 别 是 
一 +G + io) 


`Y u 


datz) ЕК Aio 


和 





m = TO 9), 


二 个 主星 体 都 分 布 在 z 轴 上 EARR. 在 复 平 耐 上 ,它们 的 位 置 
DPE z, = cla ti) ЯП z = (о — Фу), 如 图 8-4 所 示 。 它 相 
当 于 将 文 梯 型 中 间 罗 道 的 二 个 主星 体 的 位 置 洛 着 x 的 实 轴 平 移 了 


со. 


在 阿 克 谢 诺 夫 型 中 间 轨 道中 ,卫星 的 位 函数 为 
v. = 4(! ti +18) (8.345) 


r т, 
ир. 


сузу сс 上 (8.346) 
= V+ у + [s — ¿(a р 


faw р “G+, x= те — DME GANAR 


ri = r(1 — 2. sing + rt | 
r= r(1— 2nsing + 4)” )* 


.起 中 sing 一 = ; 
利用 (1.40) 和 (C1.44) 式 ,从 C8.34 力 式 有 
2 Ураа, да 12. (зп р}, 


(8.347) 


将 它们 代 人 (8.345) 式 后 ,可 得 ; 


| v,- 1 КЪР (пф). (8.348) 
其 中 系数 | Р 
к. = теа + ia) (a + D" + (1 — (о — 091. 
(8.349) 


显然 K. = 1， 天 一 0， 于 是 (8.348) 式 又 可 化 为 
м1 5) Са. = C8350) 
ы н x= Г 1 


ЕСТЕ 





由 C8.349) 式 不 难得 出 : 


Km le Уа + io) + Lig)], 


k=0 


可 以 将 求 和 号 中 的 项 分 为 二 类 :， 当 为 偶数 时 可 令 《一 26， 相 
国 
应 的 项 为 2 YDPA; 当 上 为 奇数 时 可 令 k= 2 十 1， 


Р 
相应 的 项 为 一 2 (一 D4Ciro a, [э оон, 


[= ен. жшж» 





Iz] 11 
бов Bioran 


| (8.351) 
由 于 < 和 0 为 实 常数 ,因此 K， 也 是 实 常数 ， 由 (8.351) 式 可 
得 KK。 的 前 几 个 是 : 
k, = (Ch — C1— Сі) = —C'(1 + o) 
K, = (Сб — Со Сію 十 Ci) = —2С% 
xG +à) . 
K. = СС — СА + сї— Cit сугу |+ (83522 
= Са — 20'— 30%) = UHP о?) 
比较 (1.51) 与 (8.350) 式 ,如果 取 : 
K, 一 >ja К, = —],, (8.353) 
则 形式 为 (8.350) 式 的 位 函数 就 包含 了 地 球 引力 场 位 函数 展 式 中 
КЛЯ. 
利用 (9.352) 的 前 二 式 和 (8.353) 式 可 以 解 出 待定 系数 : 
һү J 
“=[һ- 2y] 9-5. (взи) 


ИЖ 1-1 р = 1082.64.х 107°, J = —2.541 х 107°, Wi 


. 413. 





НН c = 32.8826 х 107° 一 209.730 公里 , z 一 —35,6881 х 
107°, RETHA (8.352) 的 第 三 式 可 得 K, 一 1.166 X 1076. 
Ж, ш (8.351) 式 杀 以 估计 出 Куе одр св 1079, K ts 1079, 
sisaq 至 少 相 当月 为 三 阶 小 量 . dj, J. 一 .一 1,618 x 10, Я 
此 阿 克 谢 诺 夫 型 中 间 轨 道 的 解 中 包含 了 A.L 和 大 部 分 的 J. Ti, 
Сеанс вавы вят р арза 
动 轨道 ， 

将 (8.344) 式 代 和 人 (8.346) 式 后 可 得 r, 和 т, 与 文 梯 型 中 间 轨 
道中 的 "和 rs 一样 ， 仍 是 (8.324) 和 (8.325) 式 .实际 上 由 图 8-3 
和 8-4 可 以 看 出 。 卫 星 与 主星 体 都 平移 了 се 但 相对 位 置 并 没有 


变化 . HH (8.326) 式 可 得 и п = /24— rir = en, ЖЕ 
MERA GIDRA ТДА ERAR (рп) 表示 的 
каа 


У, = 





TA in +r + io(r, — r)] — Е P=] 。 (8.355) 


比较 (8.327) 和 (8.355) 式 ,显然 可 见 阿 克 谢 诺 夫 型 中 间 轨 道 比 


ХӘЛЕ ЩИ У, 多 了 一 项 一 一 22 因而 哈密 顿 函 
- fter.. 


И HT'50 ASS : M1, 故 母 函数 形 


式 仍 为 (8.331) 式 。 将 它 代 人 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 后 。 形式 上 仍 可 
写 为 (8.332) 式 ,其 中 MO) ЖЖ, МО) 增加 了 一 项 cor, HF 


сМ, Ма) > 0， 仍 可 令 这 时 的 《1 一 D(H) +з) 




















=, 同样 可 以 分 离 变 量 积 出 So) 和 2(7?)， 形 式 仍 为 (8.3347 
式 . 其 中 Fle) ЖЖ, Ga) = (1— т) + 21 — 2сол) 
一 a, ЮЖ ИНЕ ЖЖ RRAS # rh [Н] S, 
ВИ, C 仍 是 ? 的 四 次 多 项 式 ， 积 分 结果 仍 可 用 椭圆 
积分 来 表示 ,只 是 形式 上 更 为 复杂 些 . 

.利用 (8.338) 、(8.339) 和 K8.340) 式 也 可 以 将 阿 克 谢 诺 夫 型 H 


-Me 








H 





' 间 轨道 的 解 表示 成 参数 形式 , HRW (8.341), (8.342) 9108.343) 
z, 

、 在 讨论 人 造 卫 星 在 地 球 引 力 声 中 运动 时 。 运 有 些 人 也 所 出 了 
一 些 申 间 轨 党 .例如 基 斯 利克 (Kacmax) 在 1960 ЕШ TÈ 
中 闻 软 道 ,其 本 质 与 文 梯 提 出 的 中 间 罗 道 一 样 . 另外 巴 拉 (Barra) 
在 1961 年 也 提 了 -种 中 间 轨 道 。 他 采用 的 位 函数 是 


v,=1[i- ao], 8 e= Vz +у + G= ay, 
СА ГА 


ое. Ж 5 一 л, ИНОЕ Ш © 
ETLI. BE, ХИ АЕ ЧАЛАМ ЧД. М 
B a REPARE OER АДЛ ШР 
是 文 梯 型 中 间 轨 道 . 

在 (8.359) 式 中 。 若 取 о ~ 0， 则 它 变 为 (8.327) 式 ， 因 此 广 
梯 型 中 间 轨 道 实际 上 是 阿 克 谢 诺 夫 型 中 间 轨 道 的 特例 。 着 再 取 
¿= 0， 即 二 个 主星 休 合 并 为 一 个 中 心 体 ,这 时 二 个 不 动 中 心 问题 
就 退化 为 一 个 二 体 问题 。 中 间 轨 道 的 解 也 就 变 为 二 体 问题 的 解 即 
CEREN 

-APRN RRRA ЗЕ S — k Ba Н 
R MEES EKR AE E, ЯЛ, 
AIDER MUOR НО БЕНИН RAARO. (Ш.Н 
于 中 间 轨 道 的 解 中 包含 有 机 加 积分 ， 玉 此 在 作 执 道 计算 特别 是 报 
动 计算 时 就 更 加 复杂 一 些 。 i 


19. 


эли 月 球 火 箭 和 行星 际 火 箭 轨 道理 论 


自从 1957 年 10 月 4 日 人 类 历史 上 出 现 第 一 里 人 造 夫 体 以 来 ， 
世界 各 国 总 共 成 功 地 发 射 了 二 干 多 次 人 造 天 体 。 在 目前 发 射 成 功 
的 人 造 天 体 中 ,除了 人 造 地 球 卫星 以 外 。 还 有 另外 三 类 人 造 天 体 ; 
月 球 探测 器 ,行星 探测 器 和 恒星 探测 器 ,它们 约 有 一 百 颗 左右 . 

月 球 探测 器 包括 飞 月 火箭 、 绕 月 火箭, 击 中 月 球 火 稍 、 登 月 飞 
船 和 人 造 月 球 卫 星 等 ， 月 球 探 兹 器 在 地 球 、 太 阳 和 月 球 引力 作用 
下 在 地 月 空间 或 者 围绕 月 球 运动 着 .第 一 颗 月 球 探 测 器 是 1959 年 
1 月 3 日 苏联 发 射 的 “月 球 1 号 ”JIymgk-1)。 行 星 探测 器 包括 X 
向 、 绕 转 和 击 中 行星 的 火箭 ,行星 表 画 软 着 陆 的 飞 钙 ， 人 造 小 行星 
和 人 造 行星 卫星 等 。 行星 探测 器 在 地 球 、 太 阳 、 邻 近 行 星 和 目标 行 
星 的 引 为 作用 下 在 行星 际 空间 或 者 围绕 目标 行星 运动 着 . 第 一 颗 
行星 探测 器 是 1961 年 2 月 12 日 苏联 发 射 的 “卫星 8 8” (Спутиик- 
8). 恒星 探 测 器 是 最 终 脱 离 太 阳 系 飞 向 目标 和 恒星 和 的 人 造 天 体 . 恒 
星 探测 器 在 太阳 和 量 标 恒星 引力 作用 下 在 字 宙 空间 运动 着 。 当 它 
在 太阳 系 内 运动 时 ,可 以 看 成 是 一 个 行星 探测 器 。 到 目前 为 止 , 只 
有 美国 发 射 了 二 甘 恒 是 探 测 器 ,一 颗 是 1977 年 8 月 20 日 发 射 的 “ 旅 
4152353” (Уоуавег-2), 53 — ЖЕ: 197719 月 5 日 发 射 的 “旅行 
#15” (Моуарег-1), 

Лахжа. 利用 人 造 地 球 卫星 可 以 进行 
通讯 联系 ,气象 预报 ,地 球 资源 考察 大 地 测量 、 导 航 、 各 种 军事 任 
务 和 科学 考察 等 。 利 用 月 球 探测 器 、 行 星 探测 器 和 恒星 探测 器 可 
以 直接 对 月 球 , 行 星 ,太阳系 和 字 宙 空间 进行 实地 考察 。 因 此 研究 
人 造 天 体 的 运动 轨道 不 仅 具有 重要 的 理论 意义 而 且 具 有 重大 的 实 
用 价值 。 目 前 人 造 天 体 的 轨道 理论 已 经 成 为 天 体力 学 和 天 文 动力 
学 中 一 个 重要 的 内 容 。 在 第 七 章 和 第 八 章 中 。 我 们 已 经 详细 地 介 


veter 

















绍 了 人 造 地 球 卫星 的 运动 情况 ， жили h AWARIE 
和 行 旦 际 火箭 的 运动 情况 。 


$1 地 月 空间 中 的 轨道 
月 球 探测 辟 在 地 月 空间 中 运动 ， 它 们 的 运动 轨道 大 致 可 以 分 


为 下 列 四 种 类 型 : 


(1) 在 地 球 附近 的 轨道 ， 

(2) 从 地 球 附近 到 月 球 附近 的 过 渡 轨 道 及 相反 过 程 的 轨道 ， 
(3) 在 月 球 附近 的 轨道 ， 

(4) 在 地 球 上 发 射 各 月球 上 着 陆 的 轨道 以 及 相反 过 程 的 轨 


作用 存 月 球 探测 器 上 的 力 有 以 下 几 种 ; 

G) х. 

(2) 地 球 的 引力 . 

《3) 地 球 大 气 的 阻力 。 

G) 月 球 的 引力 、 

(5) 太阳 的 引力 . 

(6) 行星 的 引力 。 

(7) АННЕ. 

(8) 电磁 力 和 太阳 等 离子 体 流 的 作用 力 。 

当月 球 探测 器 处 于 第 一 种 类 型 轨 道 时 象 人 造 地 球 卫 妊 一 样 主 


要 考虑 地 球 的 引力 和 地 球 大 气 的 阻力 ， 另 外 还 要 考 语 月 球 的 引力 
和 太阳 的 引力 。 当 月 球 探测 器 处 于 第 二 种 类 型 轨道 时 主要 考虑 地 
球 的 引力 和 月 球 的 引力 ， 另 外 还 要 考 虚 太阳 的 引力 。 当 月 球 探 济 
器 处 于 第 三 种 类 型 的 轨道 时 ,主要 考虑 月 球 的 引力 ;另外 地 球 的 引 
力也 不 容 忽 视 ， 当 月 球 探测 器 处 于 第 四 种 类 型 轨道 或 者 处 于 轨道 
НПИ ЕН HH ИЖ, ВЕ 
应 的 摄 动力 。 如 果 月 球 探测 器 的 截面 质量 比比 较 大 的 话 ， 还 应 沁 
竹 虑 太阳 辑 射 压力 。 通 常情 况 下 行星 的 引力 。 电 磁力 和 太阳 等 俩 











өш, 


. 子 体 的 作用 是 很 小 的 ,可 以 不 予 考 者 . 

对 于 第 一 种 类 型 轨道 ,我 们 可 以 采用 地 心 为 坐标 原点 ,类 似 于 
人 造 地 球 卫星 运动 ,把 地 球 的 形状 ,大 气 根 力 \ 昌 、 月 引力 等 作为 报 
动 来 讨论 月 球 探测 器 根 对 于 地 心 的 运动 情况 。 如果 利 用 驻 留 轨道 
(关于 驻 留 轨道 可 以 参看 本 章 86 ) 作 为 第 一 种 类 型 轨道 时 , 它 本 身 
就 属于 人 造 地 球 卫星 ,关于 这 种 类 型 轨道 已 经 在 第 七 章 和 第 八 章 
中 详细 作 了 介绍 . 对 于 第 二 种 类 型 轨道 ， 我 们 利用 二 体 问题 中 引 
力 范围 的 帮 念 ,当月 球 探测 器 处 在 月 球 引力 范围 之 外 时 ,可 以 取 地 
心 为 坐标 原点 ,讨论 月 球 探测 器 根 对 于 地 心 的 运动 情况 ;当月 球 探 
测 器 进入 月 球 引 力 范围 之 内 时 ,可 以 取 月 心 为 坐标 原点 ,讨论 月 球 
探测 器 相对 于 月 心 的 运动 情况 。 凡 是 月 球 探测 器 都 要 经 历 这 种 轨 
道 ,我 们 可 以 称 这 种 类 型 的 轨道 为 月 球 火箭 轨道 ,在 $2 中 将 要 介绍 
这 种 轨道 。 对 于 第 三 种 类 型 轨道 ,我 们 采用 月 心 为 坐标 党 点 ,类 似 
于 人 造 月 球 卫星 运动 ,把 月 球 的 形状 、 地 球 和 太阳 的 引力 等 作为 摄 
动 来 讨论 月 球 探测 器 相对 于 月 心 的 运动 情况 。 如果 利用 驻 留 轨道 
作为 第 三 种 类 型 轨道 时 ， 它 本 身 就 属于 人造 月 球 卫星 ,关于 这 种 
类 型 轨道 洗 在 本 章 53 中 再 作 介绍 .对 于 第 四 种 类 型 轨道 ,我 们 可 
以 把 月 球 探测 器 处 理 成 一 个 在 有 报 动 情况 下 的 变质 量 物体 运动 。 
它 属 于 火箭 动力 学 范畴 ， 关 于 这 种 类 型 轨道 读 者 可 以 参 帮 有 关 火 
箭 运 动 学 和 火箭 动力 学 方面 的 节 , 

在 已 发 射 的 月 球 探测 器 中 ,有 些 月 球 探测 器 ,例如 飞 月 火箭 和 
绕 月 火 稍 等 只 经 历 了 其 中 凡 种 类 型 的 轨道 ; 但 是 有 些 探测 器 ， 例 
如 美国 发 寻 的 阿波 罗 (Apollo) 登 月 飞船 却 经 历 了 所 有 这 四 种 类 
型 的 轨道 。 在 表 9-1 中 刊载 了 1972 年 4 月 16 日 “阿波 罗 16 5” 
《Apollo-16) 的 飞行 纪录 。 从 飞行 纪录 中 可 以 看 出 “阿波 罗 16 5” 
确实 经 历 了 这 四 种 类 型 的 轨道 . 











$2 月 球 火箭 轨道 理论 
1956 年 叶 灸 岁 夫 CEropos) 等 对 月 球 火箭 的 运动 作 了 比较 会面 


„++ 


жэл “阿波 罗 16 S” VPE 
发 射 后 经 FZ 135° 《东京 》 








ними | ван | A Ы 
时 分 | н 时 分 
ооо 5 | 发 时 一 
13 3 7 | 进入 预定 轨道 
2| 33 5 | 27 | 进入 飞 往 月 球 的 轨道 
3| 19 6 | B | 月 球 善 陆 船 与 船 交通 ( 连 欣 》 
зо | 39 | 18 9 | 3 | 第 一 次 轨道 改 正 
7| 29 | 20 5 | 23 | 进入 里 绕 月 球 的 卫星 轨道 
75| 19 6 | 13 рка Лан 
78| 33 9 | 27 | ЖАТ 
%| з [2 3 7 | 月 球 荐 陆 般 与 飞船 分 离 
nih 4 | 35 | 发 现 了 机 梳 昏 的 故 降 "Q 
103 | 22 ю | 16 | АГ Живи 
104 | 17 и | MH | 开始 陵 射 下 降 
104 | 29 п | 23 | 在 月 球 表 而 着陆 
мв | 53 | 22 1 Í 47 | 并 始 了 第 一 次 在 月 盏 上 的 活动 
nits зв | 飞船 如 长 到 达 月 而 
19| 6 о | 字 航 员 到 达 月 面 
120 | 51 45 | FERRERA 
nej 4 58 | 第 一 次 月 面 活动 终了 (用 时 711) 





1 
2 
3 
8 
1 | 3 | 第 二 次 月 面 活动 开始 
150 | 2 8 | 56 | 第 二 次 月 面 活动 线 了 (用 对 ?423m) 
о | 25 | 第 三 次 月 面 活动 开始 
+ $ | 完成 字 宙 飞船 的 轨道 面 的 变动 
6 5 | 第 三 次 月 面 活动 终了 (用 时 3\40) 
175 | 32 10 | 26 | 离开 月 球 表面 


20 | ЕН дм) 
45 ; ИЯ 2800km 的 大 平 洋 中 部 着 水 


243 | 25 | 27 
265| 51 | 28 





177 | 4 | 25 о | 35 | меш мда 
195] 0 5 | 54 | 月球 著 陆 船 与 字 册 飞船 扎 离 
196 | 2 6 | 56 | жетил 
200 | 21 n | 15 | 和 进 人 返回 地 球 的 轨道 
214| 35 | 26 1 | 29 | 进行 轨道 改正 
Ml 49 5 | 43 | накат 
29| s1 6 | 45 | 字 韦 游 沪 活动 结束 
6 
4 
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的 研究 ,得 到 不 少 有 用 的 结业 . 

上 前 讨论 月 球 火箭 的 运动 主要 采用 分 析 方 法 和 数值 方法 二 
种 。 通 常 利用 分 折 方 法 研究 月 球 火箭 运动 的 一 般 规 伟 ， 从 分 析 方 
法 中 所 得 到 的 结果 作为 数值 方法 中 月 球 火 箭 的 初始 位 置 和 速度 的 
近似 值 ， 然 后 再 利用 数值 方法 在 考 意 各 种 摄 动作 用 下 精确 地 计算 

出 月 球 火 稍 的 运动 轨道。 | 

利用 分 析 方法 讨论 月 球 火 箭 运动 时 ， 通 常 抬 它 处 理 成 单 二 体 
问题 (地 球 -月 球 火箭 ) 和 双 二 体 问题 〈 地 球 -月球 火 稍 和 月 球 -月 
Я). 另外， 也 有 人 利用 限制 竹 三 体 问题 (地 球 -月 球 -月 球 火 
箭 ) 和 限制 性 四 体 问题 (地 球 一 月 球 -太阳 -月 球 火箭 ), 来 讨论 月 球 
火箭 的 运动 。“ 

1. 用 二 体 问题 来 讨论 月 球 火 稍 执 道 

根据 引力 作用 范围 的 定义 《可 参见 本 章 54 ) 在 地 月 空间 中 月 
球 的 作用 范围 半径 是 





p= (=). бл) 
о а в; & Л. 
* = TES L 和 а, = 384401 公里 代入 (9.1) 式 后 ， #8 


81. 301 


НС 66183 Аш, RIE ARKE EAKR 
是 在 月 球 作用 范围 之 外 运动 。 如果 忽 略 月 球 的 引力 和 其 它 摄 动作 
用 。 则 月 球 火箭 在 地 球 中 心 引 力作 用 下 的 运动 可 以 当 作为 一 个 二 
体 问题 。 这 时 月 球 火箭 的 运动 轨道 是 一 个 圆锥 曲线 .对 于 不 同 的 
发 射 速度 ,月 球 火 生 轨道 分 别 是 一 个 本 图 软 道 , 凶 物 线 轨 道 或 者 是 
双 曲线 轨道 。 但 是 ， 只 有 棋 圈 轨道 才能 使 月 球 火 稍 在 无 火 稍 推力 
作用 下 既 可 以 使 它 在 到 大 远 地 点 前 从 正面 击 中 月 球 〔 这 时 称 为 上 
升 轨道 )， 也 可 以 使 它 在 过 远地点 后 绕 到 月 球 背面 去 击 中 月 球 (这 
时 称 为 下 降 胃 道 ), 或 者 绕 过 月 球 背面 再 返回 地 球 . 

假设 月 球 火箭 在 进入 地 月 飞行 执 遵 1。 时 的 地 心 位 置 和 速度 
是 ms 和 上 m， 利 用 一 体 问 题 公式 不 难 计算 出 它 的 轨道 . ATANA 
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Вента, явная 
数 根据 月 球 火箭 的 轨道 祖 数 可 以 得 到 它 在 地 月 空间 中 的 运动 是 
; r = псов Р + r sin fQ 

. (92) 





өш ~ Jinri [Же + caDQ 





其 中 z = Gv, p= EADY, Р Q Al ARKAE 


ШР ЖОП л Р = o fi f ОА, ЕП ом 
од. 





月 球 火箭 的 地 心 距 离 是 
一 Р ia 
туа] ARRIU RHR) 


А . 053 
r= ГЕ of ЧИН) 


利用 朗 伯 特 和 欧 拉 方程 可 以 得 到 月 球 火 季 洛 着 精 圆 、 抛 物 线 
和 双 有 曲线 轨道 从 轨道 上 某 点 P, 飞 到 另 一 点 刁 的 飞行 时 间 ， 

LAENE -H А 
м-в sin в) — (ë — эїлд)], (9.4) 


其 中 一 JE, os = 1— t ate cos m 1 — bre, 
а 2a 2a 





ri fü r; DIE АЁ КЕ Р, fü P, АЙДИТ, 9 ЖР, ЖР, — 
点 之 间 的 弦 长 , 虫 图 9-1 #145; 
+ z = afri + т} — 2r,r;cos (f, — f). 6.5) 
ЖИЛЕ А ER КИНЕ Р, ФР, 点 的 真 近 点 角 。 
如 果 月 球 火箭 处 于 上 升 执 道 , 则 取 0< £ < ==, 
果 月 球 火 稍 处 于 下 降 轨 道 , 则 取 < < s < 2x 和 —= < ë < 9, 
抛物 线 轨 道 ; 





ме уа и Crt rao”) (9.6) 
其 中 "可 以 从 (9.57 式 求 出 。 
хий: 
м = Ав’ — 8°) — she —2)1. (9.7) 


lal 
其 中 
Га. r + r+ r+ 9 
|n) 一 Jae 1 + › chò’ 1+ S? 
仍 可 以 从 (9.5? 式 求 出 。 
由 图 9-1 可 以 看 出 ， 当 月 球 火箭 飞行 到 它 的 地 心 距离 等 于 
地 月 距离 " 时 ,月球 火 稍 才 能 击 中 月 球 . 利用 (9.3) 式 可 以 算出 这 


时 月 球 的 真 近 总 角 ， 
вии 
x — cos "5 《上 升 轨道 )， А 
=+ Ü (e) СЕ ЫШЫ). 
抛物 线 轨道 
h = x — cos”? r 2), (9.9) 
双 曲 线 轨道 
h = = — cos”! Е ғ). (9.10) 
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在 (9.4)、《9.6) 和 (C9.7) 式 中 ， 我 们 取 r= r, n 一 а, 就 可 
以 得 到 月 球 火 第 沿 着 轨道 从 人 轨 到 击 中 月 球 所 需要 的 飞行 时 间 ， 
如 果 月 球 火箭 的 初始 速度 z, 越 小 , 则 它 的 轨道 半 长 径 。 就 越 


№. ВАШ a< a 时 ,月 球 火箭 就 不 可 能 到 达 月 球 。 因此， 我 


们 可 以 选用 这 样 的 月 球 火 稍 雪 道 ， 使 月 球 火 稍 在 轨道 的 近地点 人 
轨 , 在 轨道 的 远地点 通过 月 球 中 心 。 这 样 的 轨道 最 节省 能 最 ,通常 
称 为 最 小 能 量 轨 道 ， 

利用 二 体 问题 公式 ， 很 容易 得 到 月 球 火 科 最 小 能 是 轨 道 的 轨 
道 半 长 径 和 偏心 率 分 别 是 


1 а, — т. 
а= (r t д), ея 9.11 
19 o) ETR (9.11) 





ЖИЛИН ›, Mii ch ARR A n Pt 0 Ж 
度 分 别 是 ; 


PAROS „с ыш (9.12) 


月 球 火 稍 从 发 射 到 击 中 月 球 的 飞行 时 间 是 ; 

ть s. (9.13) 

` JIR КЕБ Y ro AREN AURRE Е ЗЫН Е 25 B0 IR ë 
速度 是 ; 

n= ү (9.14) 


利用 (9.12) ЖКТ AR КВН SJ ih 
中 月 球 的 最 小 能 量 轨 道 所 需要 增加 的 速度 是 : 


EPOS a-vad- Үн C9.15) 
и 如 果 将 月 球 火箭 发 射 到 距离 地 面 高 度 为 560 公 
里 处 人 轨 , 并 取 и 398603 ДНУ, = 384401 公里 ， 则 
利用 (9.11)、9.12)、(9.13) 和 C9.15) 式 可 以 算出 这 时 月 球 火 箭 轨 泛 
的 4 一 195670 公里 ，e 一 0.964542, г, = 10.6238 公里 / 秒 ， 
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в, = 0.191749 Ан/, д: = 119.64 小时。 和 Aw == 3.0442 
AE. 

由 《9.4) 式 可 以 看 出 , 月 球 火箭 轨道 的 半 长 径 。 越 小 ， 则 飞行 
时 浊 Ar 就 越 长 ,当月 球 火 篇 沿 善 最 小 能 量 轨道 飞行 时 ,ro 二 7; 一 


а= 20, Женя, 8-0, 由 (9.4) 式 可 得 Ar 一 =, 它 就 是 
《9.13) 式 ,这 说 明 沿 着 最 小 能 量 轨 道 飞 行 的 时 间 最 长 。 


如 果 我 们 采用 抛物 线 轨 道 作 为 击 中 月 球 的 火箭 轨道 的 话 ， 这 
时 月 球 火箭 从 圆 轨道 转换 到 抛物 线 轨道 所 需要 增加 的 速度 是 : 


Av, = (VZ — 1v -v7 -DE (9.16) 
假设 月 球 火 往 在 轨道 近地点 人 轨 ， 直 接 利用 抛物 线 轨道 的 开 
: 普 勒 方程 可 得 月 球 火箭 沿 着 抛物 线 轨 道 从 人 轨 到 击 中 月 球 的 飞行 
时 间 是 ; 
2 3 h lyh 
Ar 一 "(+ +15 +), (9.17) 
Hh p ЖАЗ КИЛЕН: ОЕ. 利用 抛物 线 轨 
道 方程 (9.3) 式 可 得 ; 


wt = (e - 1). (9.18) 
将 (9.48) 式 代 人 (9.17) 式 后 ,可 以 得 到 : 
Ar 一 [2% = 9] G + ә, (9.19) 


利用 (9.16) 和 (9.19) 式 可 以 算出 对 于 距离 地 面 高 度 为 560 公 里 
的 月 球 火箭 沿 着 抛物 线 轨道 从 人 雪 到 击 中 月 轨 的 飞行 时 间 是 Az 
= 50.75 小 时 ， 将 月 球 火 篇 从 画 执 道 转换 为 抛物 线 轨道 所 要 增加 
的 速度 Ао, = 3.1396 AS/F. 

由 这 二 个 傅 子 可 以 看 出 只 要 将 月 球 火 箭 的 速度 增加 不 到 
0.1 公 里 / 秒 。 则 它 从 人 轨 到 击 中 月 球 的 飞行 时 间 可 以 缩短 一 半 以 
E. 可 此 从 节省 飞行 时 间 角 误 来 说 ， 利 用 抛物 线 轨道 或 者 双 曲 线 | 
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轨道 作为 击 中 月 球 的 月 球 火箭 执 道 还 是 比较 合算 的 .。 合 实 上 从 表 
` 9-1 所 刊载 的 “阿波 罗 16 号 ”飞行 记录 来 看 ДНЯМ ЛАВ 
人 围绕 月 球 的 卫 晨 雪 道 的 飞行 时 间 大 约 是 30 个 小 时 左右 。 因此 
“阿波 罗 16 号 ”大 致 是 沿 凌 一 条 与 抛物 线 相 近 的 双 曲线 锁 道 飞行 
的 














2 用 双 二 体 问 题 来 讨论 月 球 火 稍 轨 道 

利用 引力 作用 范围 可 以 把 月 球 火 箭 的 运动 作为 一 个 双 二 体 间 
题 ， 当 月 球 火箭 在 月 球 引 力作 用 范围 之 外 时 ， 可 以 忽略 月 球 的 引 、 
力 和 其 它 摄 动 作用 ， 把 它 在 地 球 中 心 引力 作用 下 的 运动 当 作 一 
个 二 体 问题 。 当 月 球 火箭 运动 到 月 球 引力 作用 范围 ， 即 距离 月 心 
66183 公里 之 内 时 ,可 以 忽略 地 球 的 引力 和 其 它 摄 动作 用, 招 它 在 
月 球 中 心 引力 作用 下 的 运动 也 作为 一 个 二 体 问题 。 

首先 我 们 来 求 月 球 火 箭 进入 月 球 作用 范围 时 的 真 近 点 角 及 地 ， 

OEN, 





ха 


图 9-2 i 

为 了 方便 起 见 ， 假 设 月 球 火箭 是 在 月 球 罗 道 桓 即 白道 面 内 运 

动 .这 时 成 为 一 个 平面 问题 。 由 图 9-2 可 以 看 出 ,当月 球 火箭 沿 着 

PE KTA P 位置 时 , 它 进入 月 球 的 作用 范围 , P 点 称 为 信 口 .这 
425 


BF ДЕМЕГЕ Р, 08. эн АК KTN Р, А, ARE 
正好 运动 到 那里 ,这 时 月 球 火箭 才 可 能 击 中 月 球 。 
HB 9-2 可 得 月 球 火箭 在 人 如 处 与 月 心 的 距离 的 平方 是 
A = ri + а — 2r,a,cosa, (9.20) 
在 (9.20) 式 中 , № о = о" = 66183 AE., n 是 月 球 火 箭 在 人 口 
处 的 地 心 距离 ， 如 果 知 遭 这 时 的 真 近 点 角 灭 。 则 可 以 从 (9.3) 式 求 
出 7。a 是 P 和 Pi 点 的 地 心 张 角 , 有 a 一刻 一 无 一 8。 其 中 刻 根 
据 月 球 火 箭 的 轨道 类 型 可 以 从 (9.8)(9.9) 或 者 (9.10) 式 算出 . 、8 
是 斑 和 户 点 的 地 心 张 角 。 设 月 球 围绕 地 球 运动 的 角速度 为 = , Rj 
Вет, 这 里 At 是 月 球 火箭 党 着 其 轨道 从 P， 飞行 到 P, 所 需要 
的 对 间 .对 于 不 同 的 轨道 类 型 ， 利用 (9.4) 《9.6) 或 者 (9.7) 式 ， 并 
АФ r, - a, TUAH A, 办 此 (9.20) 式 是 只 有 一 个 未 知音 久 的 
一 个 超越 方程 我 们 采用 数值 方法 可 以 计算 出 月 球 火 稍 在 人 口 处 
的 真 近 点 角 f。 对 于 椭圆 轨道 , 它 有 二 个 解 ,一 个 解 柜 应 于 上 升 轨 
道 , 另 一 个 解 相 应 于 下 降 轨道 、 
将 访 的 值 代 人 《〈9. 3) 式 后 可 得 月 球 火箭 在 人 口 处 的 地 心 距 离 
fn。 根据 + 和 妃 ， 就 可 以 从 (9.2) 式 计算 出 月 球 火箭 在 人 口 处 的 地 
心 位 置 mn 和 速度 wu。 
当月 球 火 稍 进 入 月 球 引 力作 用 范围 后 ， 就 可 以 把 月 球 火 稍 运 
动 当 作为 它 与 月 球 的 二 体 问题 。 这 时 需要 进行 坐标 系 的 转换 ， 把 
原来 月 球 火箭 相对 于 地 心 的 运动 转换 为 相对 于 月 心 的 运动 。 
首先 由 (9.20) 式 求 出 P 和 的 地 心 张 角 ma， 得 到 Pi 的 地 心 
位 置 @。。 这 时 月 球 火 箭 在 和 人口 处 相对 于 月 心 的 位 置 显然 是 
P. = r, — <, (9.21) 
假设 月 球 围绕 地 球 作 圆 轨道 运动 (月球 轨道 偏心 率 是 0.055, 
可 以 忽略 ), 运 动 线 速度 ”一 1.0232 公 里 / 秒 ， 运 动 的 方向 是 与 地 
月 联 线 相 垂 直 的 。 图 9-2 可 得 当月 球 位 于 РН, 它 的 运动 方向 应 


38 55 OP, 委 直 ,或 者 说 与 图 中 的 横 轴 夹 角 为 大 十 ec 一 3 这 样 我 











和 们 可 以 得 到 月 球 在 忆 处 相对 于 紫 心 的 连 度 v. 因此 月 球 火 箭 在 
1426 * 


人 口 处 相对 于 月 心 的 速度 是 
w — 0, — o, - (0022) 
由 《9.21) 和 《9.22) 式 可 以 得 到 月 球 火 箭 在 人 口 处 相对 于 月 心 
ПВ р, 和 速度 а, 同 祥 利用 二 体 问题 公式 可 以 算出 月 球 火箭 
相对 于 月 球 的 运动 轨道 。 
ЛП СЕНЕКА Ж, 


一 <= =. | "в. 23) 


其 中 一 Gm，m 是 月 球 的 质量 ,有 н = 4902.81 AE. h 
《9.23) 式 ,我 们 可 以 算出 wx — 0.3849 公里 / 秒 。 
通常 情况 下 月 球 火箭 在 人 口 处 的 地 心 速度 v 与 月 球 的 地 心 
速度 w 之 间 的 夹 角 不 会 太 小 ,否则 e, 将 很 小 。 由 于 1v'| 一 1.0232 
公里 / 秒 , 故 由 (9.22) 式 可 得 总 有 1m| — w > u, КЖК AR 
火箭 在 月 球 引 力 范围 内 相对 于 月 球 的 运动 轨道 是 一 条 双 曲 线 执 
ій. йш o, 和 u, 算出 的 双 曲 线 轨道 根 数 ,我 们 可 以 得 到 月 球 火 
第 在 月 球 作用 范围 内 的 运动 是 : 
' p= рсов{Р + osin Q ` 
т (8.24) 


a=- spa [ке + cos f) Q 


其 中 p= leat, „=——*—. 
и 1 十 ecosf 











利用 《9.7) ХИВА КААК ARRE K 
经 月 球 附近 的 飞行 时 间 Ar, Жн к и 即 可 。 因 此 月 球 从 入 
轨 到 击 中 月 球 或 者 是 飞 经 月 球 附近 总 共 所 需要 飞行 的 时 间 应 是 
Ar 十 Ar 

对 于 月 球 火 稍 从 月 球 返 回 地 球 的 相反 轨道 的 计算 完全 类 似 . 
在 月 球 作用 范围 内 ， 它 要 对 了 月 心 仍然 是 一 条 双 井 线 轨道 。 当 月 
球 火箭 再 次 到 达 月 球 作用 范围 的 边界 处 (这 点 称 为 出 只 ) 仍 然 利用 
坐 奈 系 的 转换 ， 可 以 把 月 球 火箭 在 出 已 处 相对 于 月 心 的 运动 转换 
为 相对 于 地 心 的 运动 。 根 据 月 球 火箭 在 出 口 处 的 地 心 位 置 和 速 六 
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青 算 出 它 相 应 的 轨道 和 以 后 的 运动 。 
,和 用 加 型 限制 性 三 体 问题 来 讨论 月 球 火 箭 轨 道 
如 时 忽略 太阳 的 引力 和 其 它 摄 动作 用 并 瑟 认 为 月 球 运动 轨 省 
是 如 轨 道 的 话 ， 则 月 球 火 壬 在 地 球 中 心 引 力 和 月 球 中 心 引力 作用 
下 的 运动 可 以 当 作为 一 个 贺 型 限制 性 三 体 问题 ， 
月 球 火 箭 在 以 地 月 系 的 质心 为 坐标 原点 ， 以 地 月 联 线 为 * 轴 


的 旋转 坐标 系 中 的 运动 方程 为 
92 


— 2пә = ©® 
k— 2n'y де 


| 
|, (9.25) 
во J 
Ж w 为 月 球 运动 角速度 
9— Lee + уу+ SM ем +9, (9.26) 
(9.25) 式 得 不 到 一 般 分 析 解 ,而 只 有 五 个 特 解 ， eye 


解 ,其 中 三 个 是 直线 解 ,二 个 是 三 角 解 统称 为 平 动 点 ， 如 图 4-3 所 
T PA P: 分别 表示 地 球 和 月 球 ; L, L, 和 L, ARERI, LA 


В 表示 三 角 解 。 利 用 地 月 系 中 的 Ра 一 0.01215， 可 以 
求 出 这 五 个 平 动 点 的 位 置 : 在 表 9-2 АЈНА Т LoLa Га Гай 








Ls 与 她 球 和 月 球 的 距离 7 о. 
38-2 ”月球 火 寅 的 平 动 总 位 置 和 相应 的 初始 速度 
Ë ° с СА 81/89) 
1, 0.849154 0.150846 3.1881 10.8489 
L 1.167724 0.167724 3.1720 10.8491 
ts 0.992626 1.992626 3.0121 10.8574 
和 Ls 1 1 2.9880 10.8585 





E: 家中 7.P 和 CC 是 采用 理论 单位 制 ， 在 地 月 系 中 > 相应 的 理论 单位 制 是 以 地 月 古训 
Ашка MARE HAREP анине НЯ. 
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方程 (9.235) 式 存在 有 一 个 能 量 积 分 即 雅 可 比 积分 为 
# + 2 + 20 c, (9.27) 
.其 中 C 是 积分 常数 ， 它 决定 于 月 球 火 箭 的 初始 位 置 和 速度 如果 
月 球 火箭 的 初始 位 置 不 变 ， 则 C 就 唯一 的 由 月 球 火 稍 的 初始 速度 
加 来 决定 。 
在 (9.27) 式 中 , 置 月 球 火 稍 的 运动 速度 为 零 , 可 得 它 的 零 速度 
面 是 ; 


= + уу + 2GM + 26" =c. (8.28) 
P. 


利用 零 速 度 而 可 以 决定 火箭 所 能 运动 的 区 域 ， 如 图 4-4 ИЖ, 当 
火 第 的 初始 速度 и, 小 于 (1) PF, C ~ С, 这 时 火箭 不 可 能 窜 
过 曲面 到 达 月 球 而 成 为 月 球 火箭 。 М m 增加 到 (а) Ч, С 
小 到 С, — C(L,)， 这 时 火箭 才 可 能 通过 L, 到 达 月 球 成 为 月 球 火 
ж. щи (А, c 减 小 到 С. = CCL), KRATI e 
经 过 月 球 后 通过 L, 点 飞 向 字 宙 空间 。 当 e, 增加 到 (уН, с 
减 小 到 C, — CLL:), 火 入 还 可 能 通过 L, РО АТЗ ТОЗИ. Ч о, W 
INE oL, С 减 小 到 .Cs — C(L) 火箭 可 以 从 任何 方向 飞 向 
字 宙 空间 。 因此 要 使 月 球 火箭 只 在 地 月 空间 附近 运动 的 话 ， 必 须 
限制 它 的 初始 速度 在 e (L) 和 (уй. 利用 (9.26)、 (9.27) 
和 (9.28) 式 可 以 算出 对 应 于 平 动 点 L, 的 C(L.) MARK 
组 初始 速度 (Ci)， 它 们 列 在 玫 9-21. 

如 果 采 用 数值 方法 计算 月 球 火箭 的 精确 轨道 时 ， 可 以 在 双 二 
体 问题 的 基础 上 考虑 各 种 摄 动作 用 ， 当 月 球 火箭 在 月 球 作用 范 坪 
之 外 ， 利 用 数值 方法 算出 它 相对 于 地 心 的 运动 "和 v。 当 月 球 火 
第 到 达 入 口 时 采用 坐标 变换 将 它 转换 为 相对 于 月 心 的 运动 ， 然 后 
再 利用 数值 方法 继续 计算 月 球 火 箭 在 月 球 作用 范围 内 相对 于 月 心 
的 运动 p 和 mw， 直到 击 中 月 球 或 者 经 过 月 球 附近 为 止 对 于 月 球 
火 能 从 月 球 返 回 地 球 的 轨道 可 以 采用 相反 的 过 程 . 














„42. 


аз 人造 月 球 卫 昨 轨道 理论 


在 月 球 的 引力 作用 下 图 绕 月 球 运动 的 人 造 天 体 称 为 人 造 月 球 
юш. 第 一 颗 和 人造 月 球 卫星 是 1966 年 3 月 31 日 苏联 发 射 的 "月球 
10 号 ”(Jlymax-10)。 它 的 质量 是 1600 千克 ， 它 的 初始 轨道 参数 
Ei 近 月 点 高 度 350 公里 , 远 月 点 高 度 1017 公里 ,轨道 周期 178.3 
分 钟 ,轨道 平面 与 月 球 赤道 平面 的 倾角 ?1°.9。 : 

利用 人 造 月 球 卫星 可 以 精确 地 测定 月 球 的 重力 场 和 重力 эт, 
详细 地 绘制 月 面 图 ， 拍 所 月 球 背 面 的 照片 ， 进 行 近 月 空间 中 的 物 
质 、 辐 射 以 及 地 球 磁 场 和 月 球 物理 的 考察 工作 ， 央 此 研究 人 造 月 
球 卫星 的 运动 轨道 也 具有 重要 的 意义 .人造 月 球 卫星 的 轨道 设计 
和 运动 研究 是 人 造 天 体 轨道 理论 中 的 一 个 重要 内 容 。 . 

月 球 的 平均 半径 是 1738 公里 。 月 球 峻 面 的 环绕 速度 是 1.680 
公里 / 黎 ,逃逸 速度 是 2.375 公里 /种 ， 在 距离 月 面 高 度 为 1000 公 
里 处 , 环 阅 速度 和 近 逸 速度 分 别 降低 到 1.338 公 里 /种 和 1.892 公 里 / 
种 ,要 成 为 人 造 月 球 卫星 , 它 相对 于 月 球 的 运动 速度 应 当 介 于 环 久 
速度 和 逃逸 速度 之 间 .由 本 章 52 讨论 知道 :从 地 球 发 射 月 球 火 简 ， 
当 它 进 人 月 球 作用 范围 后 相对 于 月 心 的 运动 轨道 大 致 是 一 条 双 曲 
线 轨 道 ， 因 此 在 无 火箭 推 力作 用 下 至 少 在 第 一 图 不 可 能 成 为 人 造 
AREE. 许多 人 研究 了 关于 月 球 俘获 月 球 火箭 成 为 人 造 月 球 卫 
星 的 可 能 性 问题 ， 早 在 1930 年 堆 普 夫 (Hopf) 已 经 证 明了 在 圆 型 
限制 性 三 体 问题 中 , 当 ; — co 时 ,小 天 体 或 者 哆 到 无 穷 远 处 或 者 回 
到 初始 点 的 无 限 小 邻 域内 。1954 年 卖 尔 曼 (Mepway) 又 把 相应 的 结 
果 推 广 到 一 般 三 体 问题 。 利 用 他 们 的 研究 结 浴 表明 月 球 不 可 能 人 
获 月 球 火箭 而 成 为 它 的 卫星 。 当 然 由 于 月 球 火 稍 在 其 它 撒 动 力 的 
作用 下 ， 经 过 多 恩 运 动 后 也 许 有 可 能 最 后 成 为 人 造 月 球 卫 星 。 在 
通常 情况 下 ， 要 使 月 球 火 得 成 为 人 造 月 球 卫星 是 通过 这 样 的 途径 
实现 的 : 当月 球 火箭 运动 到 月 球 附近 时 利用 火箭 推力 减 小 它 的 速 
度 ,使 它 相 对 于 月 球 的 轨道 变 成 为 一 个 入 圆 轨 道 或 者 贺 锅 道 。" 月 
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#105” E KER — SUA 3 Bs ПЕН. S“ BR 10 号 * 
VINEA ARAT 1000 公里 时 EER Hik TE 938166 B 21 
处 利用 火箭 推力 将 它 相对 于 月 球 的 速度 从 2.1 公里 / 秒 降低 到 1.25 
公里 / 秒 (相应 于 轨道 近 月 点 处 的 速度 约 为 1.65 ABD) 这 样 
“月 球 10 号 ”就 从 双 曲 线 轨 道 变 为 禄 贺 轨 道 了 。 

人 造 月 球 卫星 和 人 造 地 球 卫星 一 样 都 在 非 质点 引力 场 中 运 
动 ， 并 且 分 别 受到 日 、 地 和 日 、 月 引力 的 作用 .对 于 曾 积 质量 比 
比较 大 的 卫星 还 都 受到 太阳 的 光 于 作用 .因此 人 造 月 球 卫星 的 运 
动 与 人 造 地 球 卫星 的 运动 有 许多 类 似 之 处 。 这样 在 第 七 章 和 第 八 
章 中 有 许多 有 关 人 造 地 球 卫星 运动 的 一 些 结果 同样 可 以 引用 到 人 
造 月 球 卫星 运动 中 来 。 但 是 由 于 月 球 周 围 没 有 覆盖 着 太 气 ， 因 此 
在 人 造 月 球 卫 星 运 动 中 没有 大 气 阻力 .. 另外 ,日 .地 特别 是 地 球 对 
人 造 月 球 卫 星 的 引力 与 日 、 月 对 人 造 地 球 卫 星 的 引力 相 比 要 大 得 
多 (由 下 面 讨论 可 以 知道 在 离开 月 球 表面 约 1440 公里 处 ,地 球 对 
人 造 月 款 卫星 的 引力 与 月 球 引力 场 中 主要 带 谐 项 所 产生 的 摄 动力 
壮 不 多 相等 ), 因 此 在 人 造 月 球 卫 星 运 动 中 ， 地 球 的 引力 将 起 重要 
的 作用 .、 所以 人 造 月 球 卫星 的 运动 并 不 完全 与 人 造 地 于 卫星 的 运 
动 一 样 ,而 有 其 独特 的 规律 . 

作用 在 人 造 月 球 卫星 上 的 力 有 以 下 几 种 : 

а) 月 球 的 引力 。 

(2) 地 球 的 引力 。 

(3) 太阳 的 引力 。 

(4) 行星 的 引力 。 

(5) 太阳 辐射 压力 。 

(6) 电磁 力 和 太阳 等 离子 体 流 的 作用 力 。 

一 般 说 来 ,行星 的 引力 ,电磁 力 和 太阴 等 离子 体 流 的 作用 力 都 
比较 小 ,可 以 不 予 考 态 。 如 果 卫 星 的 面积 质量 比比 较 小 的 话 , 太 用 
辐射 压力 也 可 以 不 考虑 . Q aaa 
三 种 : 月 球 、 地 球 和 天 阳 的 引力 . 

月 款 引 力 场 与 地 球 引力 场 相 类 侯 。 аплаюиожаяи 
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访 , 月 球 的 赤道 面 为 基本 平面 的 举 奈 系 中 ,月 球 引力 场 的 位 函数 形 
式 伤 为 (1.50) 式 。 在 位 函数 形式 中 , 带 谐 系数 六 的 数值 最 大 , 含 h 
的 项 ( 称 为 主要 带 谐 项 ) 对 人 造 月 球 卫星 的 运动 影响 最 大 ， 在 仅 考 
起 主要 带 谐 项 时 ,月 球 引 力 场 位 水 数 可 以 写 为 


v= e=), = ть (выч = |. (9.29) 


式 中 四 和 а, ЗВЕНОНУ. + 和 分 别 是 人 造 
月 球 卫 星 的 月 心 距离 和 纬度 。 疡 是 月 球 引力 场 位 函数 展 式 中 的 主 
要 带 谐 系数 ; 它 可 以 利用 人 造 月 球 卫星 来 测定 。 1970 年 库 克 
《Cook) 曾 测 得 J, = 2.05 x 107, 

在 人 造 月 球 卫星 轨道 理论 中 ,我 们 也 可 以 采用 理论 单位 制 , 如 
果 以 月 球 的 质量 为 质量 单位 ,月 球 的 平均 半径 1738 公里 为 距离 单 
位 的 话 , 则 时 间 单 位 是 1034 种 或 者 17.25 分 钟 . 

由 《9.29) 式 可 得 。 月 球形 状 对 人 造 月 球 卫星 所 产生 摄 惑 的 摄 
动 函数 为 








R= -Ging 2i (9.30) 
к 


利用 (7.191) 和 《7.192) 式 在 忽 路 高 次 项 式 可 得 地 球 和 太阳 引 
力 对 人 造 月 球 五 星 所 产生 尝 动 的 摄 动 函数 分 别 为 


Re = (Зо Ф 1)+ (2) Z eos pa — 3 3) 





(9.31) 

和 
Rs ~ B (z со ф, — 1), (8.32) 
其 中 в. = © аг? ge 是 人 造 月 球 卫星 和 地 球 的 月 心 张 角 ; ps 一 


SMa ам „ЖАКИШ, а Н (AMSTE 
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理论 单位 制 中 ,可 以 算出 Вк = 7.514 X 197° fl 8, =4.244 x 10 *_ 
在 月 心 放 道 直角 坐标 系 中 ,人 造 月 球 卫 星 在 月球 、 地 球 和 太 阿 


3 








的 引力 作用 下 ,围绕 月 球 运 动 的 运动 方程 是 : 
` F+ ir- VÈR + Ret Ro). ` (9.33) 


其 中 К.К. Яп К, 分 别 为 (9.30)、《9.31) 和 《9.32) 式 ， 

解 方程 (9.33) 结果 就 可 以 得 到 人 造 月 球 卫星 祖 对 3 AROE 
动情 况 、 通 常 还 是 采用 常数 变异 法 即将 人 造 月 球 卫星 的 运动 湖 式 
写 为 : 








r= rle), += #9), (9.34) 
Же 为 人 造 月 球 卫星 轨道 的 轨道 根 数 ， 如 果 求 出 轨道 根 数 的 变 


_ 化 情况 就 可 以 由 《9.347 式 得 到 人 造 月 球 卫 是 的 运动 规律 ， 


下 面 我 们 首先 比较 一 下 各 种 摄 动力 的 大 小 。 

假设 人造 月 球 卫 星 在 月 球 赤道 面 附近 运动 , 即 p = 0, 这 时 利 
用 《9.30) 式 和 J 的 数值 可 以 得 到 月 球形 状 摄 动 对 卫星 所 产生 的 加 
速度 与 月 球 中 心 引 力 加 速度 之 比 为 


вы ~ 3.075 х 10-1. (9.35)' 

显然 当 人 造 月 球 卫星 运动 到 地 月 之 间 时 ， 地 球 引 力作 用 最 显 

Ж. 这 时 ye 一 0、 利用 (9.31) 式 和 ps 的 数值 可 以 得 到 地 球 引 力 
对 卫星 所 产生 的 加 速度 与 月 球 中 心 引 力 加 速度 之 比 为 “ 

ер ~ 1.503 x 1051 + 4 ). (936) 





其 中 a= „=. 


同样 可 得 太阳 引力 对 卫星 所 产生 的 加 速度 与 月 球 中 心 引力 加 
А 

вз ~ 0.8488 x 1077, (9.37) 

汕 用 (9.35)、(9.367 和 (9.37) 式 可 以 将 Ewer 和 和 ss 与 + 的 关 

系 绘制 成 图 9-3， 由 图 9-3 或 者 利用 (9.35) M (9.36) 式 可 以 得 到 

38 r= 1.829 即 3179 公里 时 єм ~ вк, 这 说 本 在 离开 月 球 表面 





大 约 1441 公里 处 ,地 球 对 人 造 月 球 卫星 的 引力 作用 几乎 与 月 球 引 
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“4, 8 R 6 2 2 
ARDEN C x 307 公 里》 
图 9-3 
力 场 中 主要 带 谐 项 的 摄 动 大 小 一 样 . 另外 由 图 9-3 或 者 利用 (9.36》 
和 (9.37) 式 还 可 以 得 到 ss ~ 177s'。 这 说 明 地 球 对 人 造 月 球 卫 星 
的 引力 作用 比 太阳 的 引力 作用 要 大 得 多 ， 因 此 作为 一 般 讨 论 人 造 
月 球 卫 显 运 动 时 ,可 以 暂且 忽略 太阳 引力 的 影响 . 
， ”利用 第 七 章 和 第 八 章 的 结果 ， 我 们 可 以 得 到 人 造 月 球 卫星 在 
月 球形 状 邓 动 和 地 球 的 引力 作用 下 , 它 的 轨道 变化 情况 。 
1 长 其 变化 
轨道 根 数 а.е 和 i 没有 长 期 变化 ;轨道 根 数 Qo 和 Mo 的 
长 期 化 系数 是 


= -Fo TAC + 200) О + Beat) созі + Olhe‘ ,Paoe') 
Зе „ Зааж гуа — за) |1 = 


5 一 din?) a "ҮРҮ, 
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(9.38) 

由 (9.38) 式 可 以 在 出 长 期 变化 有 二 种 ， 一 种 是 由 于 月 球形 状 
摄 动 造成 的 , 另 ,种 是 由 于 地 球 引力 造成 的 。 它 们 都 比较 小 ,通常 
使 0、w 和 Mo 的 移动 每 天 不 到 1°, 这 二 者 之 比 大 约 是 а а" 


一 54.56a-*。 如 果 人 造 月 球 卫星 山道 半 长 径 不 太 大 ， 则 长 期 变化 
大 部 分 是 由 于 月 球形 状 拔 动 造成 的 。 如 果 它 的 轨道 半 长 径 达 到 
2.225 即 离 月 面 的 高 度 在 2130 公里 左右 。 二 者 差不多 。 如 果 人 千 
月 球 卫星 轨道 半 长 径 相当 大 。 则 长 期 变化 大 部 分 是 由 于 地 球 引力 
造成 的 。 

РУ: 

“所 有 轨道 根 数 都 有 有 短 局 期 变化 ， 短 周期 变化 也 有 二 丁 ， 一 种 
是 由 于 月 球形 状 摄 动 造 成 的 ， 另 一 种 是 由 于 地 球 引力 造成 的 ， 变 
化 周期 相当 于 人 造 月 球 卫 星 的 运动 局 期 ,大 约 在 100 分 钟 左右 . 灾 
化 振幅 有 二 种 : 前 者 约 /ar"， 它 将 会 使 人 造 月 球 卫星 的 距离 信 
差 在 0.3 公里 左右 ,速度 偏差 在 03 米 / 秘 左右 ;后 者 约 fs， 对 于 
罗 道 半 长 径 不 是 很 大 的 卫星 所 产生 的 偏差 更 小 .这些 短 局 期 项 由 
于 变化 周期 短 ,振幅 小 ,作为 一 般 研究 人 造 月 球 运动 时 往往 可 以 忽 
й. 

з. ФЕ | 

轨道 根 数 。 没有 长 周期 变化 。 其 余 五 个 轨道 根 数 都 有 长 局 期 
上 变化。 长 周期 变化 共有 三 种 : 第 一 种 变化 是 由 于 月 球形 状 摄 动 千 
成 的 ,第 二 种 变化 是 由 于 地 球 引力 造成 的 ,第 三 种 变化 是 由 于 这 二 
者 联合 造成 的 。 第 一 种 变化 的 变化 周期 约 275， 大 约 几 年 左右 。 


3840880829 а= 2 x 10°, 它 将 会 使 人 造 月 球 卫星 的 距 褒 伪 
差 在 0.3 公里 左右 ， 速 度 伪 差 在 0.3 米 / 秒 左右 。 第 二 种 变化 的 变 
ет, дер" 为 月 球 的 平均 运动 角速度 ， 故 在 半 个 恒 皇 


月 左右 ,变化 振幅 的 名 0 = ps (三 je = 2 x 102, 第 三 种 变化 
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的 变化 周期 约 EL, SEMAR. BERES Eems x 


10。 显 然 在 长 周期 变化 中 ,第 二 种 变化 的 变化 周期 较 短 ,振幅 较 
大 ,这 说 明 地 球 引力 对 人造 月 球 卫 星 轨道 根 数 的 长 周期 变化 影响 
最 明显 ， 另 外 二 种 变化 的 变化 周期 太 长 ， 有 时 在 一 眉 时 间 内 可 以 
处 理 为 长 周期 变化 ， 不 过 这 种 长 周期 变化 就 更 小 了 ,第 三 条 变 化 
与 第 一 种 变化 相 比 振幅 要 大 差不多 200 倍 ， 因 此 在 长 周期 变化 中 
一 般 只 需要 考虑 第 二 种 和 第 三 种 变化 .这 与 人 造 地 球 卫星 运动 情 
况 有 显著 的 差别 

4 轨道 演化 情况 | 

人 造 月 球 卫星 在 月 球形 状 摄 动 和 地 球 、 太 隐 引 力作 用 下 ,轨道 
FRB а 没有 长 期 和 长 周期 变化 因此 它 不 会 象 人 造 地 球 卫 星 运 
动 那样 在 大 气 阻力 作用 下 轨道 越 来 越 任 最 后 坠落 到 地 球 上 来 . 但 
是 轨道 偏心 率 。 有 长 周期 变化 .如 果 在 一 疏 时 间 内 * 不 断 地 减 小 ， 
这 会 使 人 造 月 球 卫星 的 近 月 点 高 度 增加 , 远 月 点 高 度 减 小 ,轨道 越 
变 越 四。 例如 第 一 颗 人 造 月 球 卫星 “月 球 10 号 ”在 它 发 射 后 二 个 
月 即 1966 年 5 月 зо 日 与 地 面 无 线 电 通讯 中 断 时 的 近 月 点 的 高 度 
为 378.7 АШ, 远 月 点 高 度 是 985.3 ДН, 这 说 明 轨 道明 显 变 回 
Т. 相反 如 果 在 一 段 时 间 内 。 不 断 地 加 大 ， 这 会 使 人 造 月 球 卫星 
的 近 月 点 高 度 降低 , 远 月 点 高 度 增 加 ,轨道 越 来 杷 偏 ， 如 果 近 月 点 
高 度 降低 得 很 低 的 话 , 有 可 能 使 人 造 月 球 匡 星 最 后 坠毁 在 月 面 上 . 
由 于 长 周期 变化 主要 是 地 球 引力 作用 造成 的 因此 决定 人 造 月 球 
卫星 寿命 的 主要 因素 是 地 球 引 力 。 另 外 轨道 倾角 ; 也 有 长 周期 变 
化 ， 结 果 使 人 造 月 球 卫星 的 轨道 平面 有 周期 性 摆 动 。 例 如 “月 球 
10 号 ”在 通讯 中 断 时 轨道 倾角 差不多 降低 了 1°. 

忠于 月 球 的 自转 角速度 很 慢 ( 与 公转 角速度 一 样 ) ， 因 此 尽管 
月 球 赤道 遍 率 很 小 ,但 对 人 造 月 球 卫星 的 运动 影响 也 不 小 , 它 在 一 
发 时 间 内 也 会 使 卫星 轨道 的 偏心 率 不 断 加 大 , 近 月 点 高 度 下 降 , 最 
后 造成 卫星 坠毁 在 月 桓 上 ， 另 外 ， 对 于 一 些 面积 质量 比比 较 大 的 
人 造 月 球 卫星 ， 在 它们 的 运动 中 还 需要 考虑 太阳 光 压 作用 .太阳 
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光 压 对 卫星 轨道 根 数 的 影响 情况 与 人 造 地 球 卫星 相 类 似 。1961 年 
和 1966 年 利多 夫 (Jlanoe) 曾 对 人 造 月 球 卫 星 轨 道 演变 情况 作 了 详 
细 的 介绍 ,读者 如 有 兴趣 还 可 以 渤 一 步 参 媳 有 关 的 文献 . 

最 后 谈 一 下 关于 静止 月 款 卫 星 问题 。 如 果 一 个 卫星 围绕 车 月 
球 运动 , 它 的 运动 周期 与 月 球 的 自转 周期 相同 ,那么 相对 月 球 表面 
来 说 这 颗 卫 星 是 静止 不 动 的 ， 它 称 为 静止 月 球 卫星 ， 由 于 月 球 自 
转 很 慢 , 自 转 周 期 与 围绕 地 球 的 公转 周期 一 样 是 27.322 天 ， 利 用 
开 曾 勒 第 二 定律 可 得 静止 月 球 卫星 的 轨道 半 长 径 大 约 是 :68735 公 
里 ,这 个 距离 已 经 超过 了 月 球 作用 范围 在 地 球 引力 作用 下 ,这 样 
的 月 球 卫星 围绕 月 球 运动 不 到 一 几 就 可 能 脱离 了 厌 来 的 轨道 ， 显 
然 它 是 不 稳定 的 。 但 是 在 本 章 52 中 已 经 指出 ， 如 果 把 月 球 火箭 
的 运动 当 作为 加 型 限制 性 三 体 问题 对， 存在 有 五 个 平 动 点 ， 利 用 
第 四 章 的 结果 知道 在 圆 型 限制 性 三 体 问题 中 ， 小 主星 体 的 质量 д 
之 0.0385 时 ， 在 平 动 点 中 工 , 和 Ls 是 稳定 的 。 在 地 月 系 中 и= 
0.01215, 是 符合 这 个 条 件 。 因此 如 果 将 月 球 火 稍 发 射 到 地 月 系 中 
的 工 ,或 者 L; 处 ， 它 将 蕊 为 一 个 稳定 的 藤 止 月 球 卫星 ， 另 外 也 可 
议 把 地 球 看 作为 一 个 天 然 的 静止 月 球 卫星 地 球 已 经 存在 有 许多 
亿 年 了 ,当然 它 也 是 一 个 稳定 的 静止 月 球 卫星 . 





$4 行星 际 火箭 轨道 理论 


-在 行星 际 空间 飞行 或 者 图 绕 目 标 行星 运动 着 的 人 造 天 休 称 为 
行星 探测 器 ， 第 一 颗 行 星 探测 器 是 1961 年 2 月 12 НН 
“HB 8 号 "， 这 是 一 里 金星 探测 器 ， 它 向 金星 发 射 火 箭 的 质量 是 
643.6 千克 ,初始 轨道 参数 是 : 近日 点 距离 1.073 x 10* 公 里, 远 日 
点 距离 1.522 X 10 公里 ,轨道 周期 300 天 ,轨道 平面 与 黄道 平面 
ЗЕЯ 0230. AAR 9-4 所 列 出 的 金星 和 地 球 与 太阳 的 平均 距离 


可 以 看 出 这 笑 金 星火 第 几乎 是 在 地 球 轨 省 平面 内 沿 着 差不多 是 最 


小 能 量 轨道 (关于 最 小 能 量 执 道 参见 本 章 55 》 飞 行 的 。 这 以 后 陆 
续 向 火星 \ 木 吧 , 土 星 、 水 星 和 其 它 六 行星 以 及 太阳 附近 发 射 了 各 
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种 类 型 的 行星 探测 露 ， 由 于 金星 和 火星 离开 地 琉 最 近 ， 思 此 向 多 
显 和 火 旦 发 射 的 探测 器 是 最 时 ,而且 数 量 最 多 , 约 占 行星 探测 器 总 
数 的 80 多 。 表 9-3 列 出 了 首次 发 射 各 种 类 型 的 行星 深 测 器 的 情 
m. ; Е 

表 9-3 首次 发 射 各 种 类 型 行星 探测 器 情况 


METTE | 








tsas Гага 5" ^ ч 

з 苏联 961 2 | 12 2818 | TERAS ЕТУ 5 Дона. 

2 | 苏联 1975| 6.8 | 金星 9 号 | 1975 年 10 月 22 плену. 

3 ие и | (| ка | | 1963 年 6 月 11 日 接近 火星 、 它 是 火 姑 深 测 器 、 

4 | 苏联 1971 5 | 19 | 火星 2 号 | 197! 年 11 月 27 日 成 为 人 造 火 晶 卫 里， 且 把 舱 送 
Ваз. 

s | 美国 1972| 3 | + резо) 1973 年 12 月 3 日 接近 本 星 , 它 是 木星 探测 器 , 


| 1974 年 12 月 3 日 臣 离 本 星 41000 公 里 ?进一步 飞 
ALA. СВЕ. Ç 

水 手 10 号 | 1974 年 2 АНЯ; 1974 年 3 H29R B 
М 离 水 显 640 公 里 ， 它 是 水 星 探 调 器 . 

$ gjor 12 | № ERAS) аки 4500 万 公里 ,是 离 太 阳 最 近 的 

行星 探测 器 

o | 美国 1977| в | 20 | 旅行 者 2 号 | 197987 Во E TAAS, 1981 8 月 27 日 飞 
# LB 19864 1 ЯЗОН ЖЗ М,1989 
飞 经 海王 旺 ， 最 二 赔 离 大 阳 系 ， 它 是 外 行星 探 
жил. 


ИТ В В ТИТАН (GEAR) 的 磁 
场 ,辐射 ,小 行星 带 、 介 质 和 陨石 等 ;测定 行星 的 质量 ， 重 力 场 和 测 
量 行星 的 磁场 ,大 气 成 分 ,表面 温度 、 正 力 等 物理 条 件 ;拍摄 行星 表 
面 和 它 的 卫星 、 光 环 ( 土 、 木 和 天 王 星 ) 的 照片 ; 从事 行星 及 其 卫星 
的 物理 研究 工作 ， 由 于 行星 距离 我 们 比较 远 ， 因 此 对 行星 探测 器 
的 轨道 设计 和 轨道 计算 要 求 就 更 高 些 ， 行 星 探测 器 的 轨道 设计 和 
运动 研究 也 是 人 造 天 体 轨道 理论 中 的 一 个 重要 内 容 . 

行星 探测 器 在 行星 际 空间 中 运动 ， 它 受到 的 作用 力 有 以 下 几 
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Q) 地 球 的 引力 ， 

(3) 地 球 大 气 的 阻力 

(4) 月 球 的 引力 。 

(5》 太 阳 的 引力 . 

(6) НБА. 

《7) 习 标 行星 (如 果 有 大 气 ) 大 气 的 阻力 。 

(8) 目标 行星 (如 果 有 卫星 或 者 环 ) 的 卫星 或 者 环 带 的 引力 。 

(9) занеси 飞 经 的 话 ) 的 引力 。 

(10) 其 它 行星 的 引力 . 

aD МЕ. 

(12) 痊 间 介质 的 阻力 和 流星 的 碰撞 ， 

(13) 太阳 辐射 压力 。 

《14) 电磁 力 和 太阳 等 离子 体 流 的 作用 力 ， 

火箭 动力 作用 的 时 间 是 十 分 暂 短 的 ,只 有 在 地 面 发 射 ,目标 行 
星 表面 着 陆 和 轨道 转换 以 及 相反 过 程 或 者 在 作 必要 的 轨道 修正 时 
才 有 在 通常 情况 下 其 它 行星 和 小 行星 带 的 引力 , 行星 际 空间 介 
质 阻力 和 流星 的 磁 擅 以 及 电磁 力 和 太阳 等 离子 体 流 的 作用 力 都 很 
小 可 以 不 予 考虑 。 如 果 行 星 探测 器 的 面积 质量 比比 较 小 或 者 行星 
探 抽 器 虐 离 太阳 比较 远 的 话 ,太阳 辐射 压力 也 很 小 ,可 以 忽略 .地 
球 大 气 阻 力 和 目标 行星 大 气 阻力 仅仅 发 生 在 地 球 和 目标 行 皇 附 
近 。 月 球 引力 和 目标 行星 卫星 或 者 环 带 的 引力 也 主要 发 生 在 离开 
地 球 和 目标 行星 不 太 远 的 区 域 里 。 因 此 行星 际 火 第 在 它 的 运动 轨 
道上 绝 大 部 分 时 间 只 受到 地 球 \ 太 阳 、 目 标 行星 和 邻近 行星 的 引力 
桥 用 这 时 行星 际 火箭 的 运动 可 以 当 作为 限制 性 四 体 问题 或 者 限 
制 性 多 体 问题 ， 目 前 讨论 行星 际 火箭 运动 的 方法 主要 还 是 采用 数 
ВУ. : 

在 研究 行星 际 火 稍 轨道 时 ， 常 常 利用 作用 范围 概念 。 

在 图 9-4 中 ,点 R. P 和 < 分 别 表示 火箭、 行星 和 太阳 . -假设 
行星 和 太阳 的 质量 分 别 为 m 和 M ， 火 算 的 质量 可 以 忽略 。 利 用 第 
四 章 的 结果 可 得 火箭 在 日 心 坐标 系 中 相对 太 亲 s 的 运动 方程 为 
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т + СМ" = Ст F +", 9.39 
Шай ад "(ж я) сз 
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Р т; I ТЕ _ T 
бе + Ст m — su (t: т), (9.40) 
如 果 令 : 
А, = см, Ar — бте 
я š „ү @40 
Р, –бл( +g) Pe-e- 
则 (9.392 和 (9.40) 式 分 别 化 为 
Faz + А; = P, (9.42) 
ře + Ар Ps (9.43) 


РАНЕ НОВ, 行星 的 摄 动 与 太阴 的 
引力 之 比 ; P/A] 表示 火箭 在 性 心 做 标 系 中 ,太阳 的 报 动 与 
行星 的 引力 之 比 。 当 这 二 个 比值 相等 时 ， 它 的 边界 被 定义 为 作用 
范围 。 蒂 塞 妆 (Tisserand) 得 到 了 这 个 边界 与 行星 的 趾 离 是 : 


- (934) 
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sae 





由 《9.44) 式 可 以 看 到 行星 的 作用 范围 古 以 行星 为 中 心 ， 几 乎 
是 -~ 个 以 rz 为 半径 的 一 个 球面 ,通常 就 用 球面 来 代替 . Ro = 0 


这 时 这 个 球面 的 半径 是 — (en. 为 方便 起 见 ， 通 常 取 作 


* 2 NM 
用 范围 半径 为 2; 
“= (z) r. (9.45) 











对 于 地 月 空间 ,月 球 作用 范围 半径 就 是 (9.1) 式 。 
显然 当 火箭 运动 在 行星 作用 范围 内 ，1Po1114:1 > JPA 
14,1， 这 时 采用 性 心 坐标 系 ,将 太阳 对 火箭 的 引力 处 理 为 摄 动 较 
好 ， 如 果 火 箭 运 动 到 行星 作用 范围 外 时 ，|Pbp|/14s| < РИ! 
14,1， 这 时 采用 日 心 坐 标 系 ,将 行星 对 火箭 的 引力 处 理 为 摄 动员 
好 些 。 
大 阳 的 把 动 与 行星 的 引力 之 比 可 令 为 ss， 即 
ке es 一 4. (9.46) 
当 火箭 运动 在 行星 附近 时 ,ss 变 得 很 小 .为 了 方便 起 见 我 们 
给 定 一 个 数 信 , 例如 ss 一 0.01。 当 ss 小 于 这 个 数值 对， 能 够 忽 
略 太阳 的 摄 动作 用 ， 这 时 火 第 相对 于 行星 的 运动 完全 可 以 处 理 为 
一 个 二 体 问题 、 相 应 于 es 这 个 值 的 边界 称 为 内 作用 范围 。 
同样 令 行 星 的 摄 动 与 太阳 的 引力 之 比 为 sp， 即 
м 12,1" , 
р Ep "ТА? (9:47) 
当 火 稍 运 动 远离 行星 时 ,ee 也 将 变 得 很 小 。 间 样 也 可 以 限定 
ep 的 数值 ， 当 sr 小 于 这 个 数值 时 ,能 够 忽略 行星 的 报 动 作用 ,这 
时 火箭 相对 于 太阳 的 运动 也 可 以 处 理 为 一 个 二 体 问题 。 相应 于 
sp 这 个 值 的 边界 称 为 外 作用 范围 .“ 
假设 火箭 位 于 行星 和 太阳 的 联 线 上 ， 利 用 (9.41)、《9.46) 和 


(9. IDA 难得 到 行星 内 、 шар 半径 为 


s = м“ а= A + КО (9485 
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m 
w= -(—* -JI (9.49) 
其 中 dL pm rel r = fral, | 


通常 p 《+r， 即 4 是 一 个 小 量 ,(9.48) 和 (9.49) 试 又 可 化 为 


в = иго —34 + 42), (9.50) 
和 
Ep = иг“ = Ф). (9.51) 
如 果 取 es = ер, ЩН (9.50) 和 (9.51) 式 在 忽略 4 的 一 次 宕 
及 其 以 上 项 时 可 得 ; 


下 二 
=) r. (9.52) 
EF 就 是 74。r ~ ro， 因 此 如 果 去 掉 (9.52) 式 中 的 系数 


УГ 它 就 化 为 (9.45) 式 。 
利用 C9.45)、《9.50) 和 (9.51) 式 可 以 求 出 太阳 系 名 大 行星 ( 包 
括 地 球 ) 的 作用 范围 的 半径 ,内 作用 范围 和 外 作用 范围 的 半径 。 它 
жэл 大 行星 的 日 心 距离 和 作用 范围 
与 太阳 的 平均 隐 离 | билш) | 作 朋 范围 半径 | MENMEN 
天 文 单位 | a a шуш kenjo 公里 | 其 轨道 半径 之 比 












































公里 | 国 半径 m+ 
Ж юш 0.387099 | 0.579 0.2430.000747) 0.112 | 0.00193 
Ф 到 6.723332 | 1.081 +00411 | 0.615 | 0.00569 
地 aj 1.000000 | 1.495) .90619 | 0.925 | 0.00619 
K 1.523691 | 2.278 .00387 | 0.579 | 0.00254 
Ж B| 5.202803 |7.78 48.1 0.0619 
+ 9.538843 |14.26 54.5 0.0382 
天 王 黑 | 19.181953 [28.68 52.0 0.0181 
海王 星 | 30.057779 (44.94 .581 | 86.9 0.0193 
йшй 39.43871 [8.96 | 3-2 0.000536 
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TAFE 9-4 rh. 
ЯНИЕ» AEA. 
O) 从 地 球 表面 发 射 到 脱离 地 球 作用 范围 
在 这 个 阶段 主要 研究 行星 际 火箭 根 对 于 地 心 的 运动 这 时 火 

和 除了 受到 地 球 的 引力 (包括 地 球形 状 摄 动 ) 作 用 外 ， 还 受到 地 球 

大 气 的 阻力 和 日 、 月 引力 等 作用 .采用 数值 方法 积分 火箭 的 运动 

方程 ， 可 以 得 到 它 相对 于 地 球 的 运动 轨道 接近 于 一 条 双 曲 线 。 因 

为 只 有 这 样 才能 使 火箭 在 脱离 地 球 作用 范围 后 还 有 剩余 的 速度 飞 

府 且 标 行星 ， 通 常 这 一 阶段 飞行 时 间 较 短 ， 

(2) 从 离开 地 球 作用 范围 之 后 到 进入 目标 行星 的 作用 范围 之 

前 ,这 个 阶段 称 为 过 渡 阶 段 ， 在 过 渡 阶 段 主 要 研究 行星 际 火箭 相 

对 于 忠心 的 运动 . 这 时 火箭 除了 受到 太阳 的 引力 作用 外 ,还 受到 

地 球 、 目 标 行星 和 可 能 飞 经 邻近 的 行星 的 引力 等 作用 。 这 时 火 篆 

相对 于 太阳 的 运动 轨道 基本 上 接近 于 一 个 类 区 .但 是 也 有 些 火箭 

的 运动 轨道 接近 于 一 条 抛物 线 或 者 双 曲线 ， 这 主要 取决 于 火箭 的 

初始 速度 。 这 一 阶段 的 飞行 时 间 最 长 、 因 此 是 行星 际 火箭 运动 的 

主要 阶段 。 

(3) 进入 目标 行星 的 作用 范围 之 后 。 | | 
ЕКИ ЗЕ ИНН Я Я rh by 80) 8 

动 。 这 时 火箭 除了 受到 目标 行星 的 引力 (包括 它 的 形状 摄 动 ) 作 用 

外 ,还 受到 目标 行星 大 气 (如 果 存 在 大 气 的 话 ) 的 阻力 ,太阳 和 目标 

行星 的 卫星 (如 果 存 在 卫星 的 话 ) 的 引力 等 作用 。 仍 然 采 用 数值 积 

分 方法 可 得 它 相 对 于 目标 行星 的 运动 轨道 也 是 接近 于 一 条 双 曲 

线 。 

有 此 行星 际 火箭 是 同时 飞 入 几 个 行星 的 ， 例如 表 9-3 中 所 列 

的 “先驱 者 11 号 "(Pioneer-11) ,“ 水 手 10 号 Mariner-10) 和 " 旅 

行者 2 号”《Voyager-2) 等 。 这些 行 星际 火箭 的 运动 除了 .上 述 三 个 

阶段 外 ， 当 进入 "过 路 "行星 的 作用 范围 时 还 必须 考虑 这 些 行星 的 

引力 作用 ,直到 完全 脱离 它们 的 作用 范围 为 止 . 

对 于 需要 回收 的 行星 际 火箭 ， 它 们 的 返回 轨道 也 经 历 了 上 述 
„яз, 











ЛАВ, яде. 这 时 把 目标 行星 当 作 出 发 行星 ,地 


球 当 作 目 标 行星 . 


与 月 球 火箭 运动 相 类 似 。 在 利用 分 析 方 法 讨论 行星 际 浆 生 运 
动 , 信 算 它 的 发 射 速 度 、 轨 道 形状 和 飞行 时 间 时 ,可 以 把 它 处 理 为 


几 个 二 体 问题 . 


当 行星 际 火 箭 处 于 第 一 阶段 时 ， 我 们 可 以 忽略 地 球 大 气 阻力 
和 日 \ 月 引力 作用 ,这 时 火箭 在 地 球 的 中 心 引 力作 用 下 相对 于 地 心 


的 运动 轨道 是 一 条 双 曲 线 。 











当 行星 际 火 箭 处 于 第 二 阶段 时 ,我 们 可 以 忽 略 地球 和 其 它 行 
星 的 引力 作用 .这 时 火箭 在 太阳 的 引力 作用 下 相对 于 太阴 的 运动 








图 9-5 
轨道 是 一 个 精 圆 ， 由 图 9-5 可 以 看 出 ， 
BM о 表示 目标 行星 的 轨道 半径 (对 于 

HR ai < а), ЖЕЙТ ШО КЕПЕ ИРЕ BIRT ER MRH 
的 偏心 率 至 少 是 ; 





Ж о, 表示 地 球 的 轨道 半 
РАН а> а, HFA 





=“, (对 于 外 行星 》 (9.53) 


或 者 
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esth (对 于 内 行星 ) (9.54) 
“+ 


相应 的 轨道 半 长 径 为 : 
a 一 ze + a). (9.55) 


由 于 过 渡 阶 段 的 飞行 时 间 较 长 ,特别 是 对 于 较 外 的 行星 飞行 
时 间 根 长 (关于 飞行 时 间 可 以 参见 本 章 55), 因此 有 时 这 个 阶段 的 
火 篇 对 于 太阳 的 运动 轨道 也 可 能 是 拓 物 线 甚至 于 双 曲线 ， 这 样 可 
以 大 大 编 短 飞行 时 间 . 

当 行 星际 火箭 处 于 第 三 阶段 时 、 我 们 可 以 忽略 目标 行星 大 气 
的 阻力 ,太阳 和 目标 行星 卫星 的 引力 作用 ,这 时 火箭 在 目标 行星 的 
中 心 引力 作用 下 相对 于 昌 标 行星 的 运动 轨道 也 是 一 条 双 曲 线 ， 

下 面 估算 一 下 行星 际 火 季 要 到 达 和 县 标 行星 至 少 应 当 具 有 的 发 




















и. 
设 о, 是 距离 地 心 为 m 处 的 脱离 速度 ,显然 有 : 
и 26", (9.56) 
67 
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Ж ди. 是 为 了 使 行星 际 火 箭 在 陪 离开 地 球 作用 范围 后 还 能 够 
到 达 目 标 行星 所 需要 增加 的 速度 ;P 是 地 球 外 作用 范围 的 半径 ,可 
№ p 2.66 x 10% ' 公 里 ; "是 火 稍 脱离 地 球 外 作 胃 范围 后 的 姨 
余 速度 ， 利 用 活力 公式 有 : 





1 п бт 1 Ст 

3 v > 2 (о. + Ае)? a (9.57) 
将 (9.56) 式 代 人 (9.57) 式 后 可 得 火箭 的 剩余 速度 是 : 

‚-[ "+ д, Ge, + ли". (9.58) 


为 了 使 火箭 能 够 到 达 目 标 行星 ， 在 它 离开 地 球 外 作 月 范围 后 
相对 于 太阳 的 运动 轨道 半 长 径 “ 应 当 满 足 (9. 55) 式 。 这 时 要 求 火 
箭 相 对 于 太阳 的 运动 速度 至 少 是 : 





е 





= [ем (2 下. (9.59) 














ФМАКІВЖЕ, 
ЮТ, ЯА RARA RR. 


vn 表示 地 球 的 轨道 速度 ,有 va 一 V. 一 29. дву. 由 图 
9-5 可 以 看 出 ,这 时 : 
“+, (对 于 外 行星 ) (9.60) 
或 者 
` st — v — e. (对 于 内 行星 ) (9.61) 
将 (9.55) 和 (9.60) 或 者 (9.61) 式 代 人 (9.59) 式 后 可 得 这 时 要 求 
НИВУ Лян ЕЯ 


e=( [2a — ija (对 于 外 行星 ) 《9.62) 
аса, ` 


0-(1- 0:20). (对 下 内 行星 ) (9.63) 

利用 表 9-4, 公式 (9.58) 和 (9.62) 或 者 (9.63) 可 以 算出 从 地 球 

表面 向 太阳 系 各 大 行星 发 射 行星 际 火 箭 所 需要 增加 的 速度 Av, 
表 9-5” 飞 向 各 大 行星 所 需要 的 速度 

хин | ЖАШ, aramas] persas Е 


或 者 





《公里 / 秒 ) АВГ) *\@ш/®%) \ 公 里 /种 ) 
жа 7.537 2.362 13.49 3.17 
ен 2.497 0.290 1.47 5.19 
ха 2.947 0.396 11.57 5.09 
жа 8.797 3.139 14.23 2.43 
km 10.30 |405 “ 15.20 1.46 
ХЕ 11.29 4.831 15.89 0.77 
PIR 11.66 5.075 16.15 0.51 
яға 11.82 5.197 746.27 0.39 


Бан 12.34 5.608 16.66 0 
U К 





和 火箭 的 初始 发 射 速度 e, Ж 9-5 列 出 了 向 各 大 行星 发 射 行星 际 
ХИЩЕНИИ "。 在 离 地 面 高 度 为 460 公里 处 发 射 火 
箭 所 要 增加 的 速度 Aw-， 和 初始 发 射 速度 m， 以 及 它 与 第 三 字 宙 
速度 (脱离 太阳 系 所 需要 的 速度 ) 之 差 Ar. | 

对 于 行星 际 火箭 从 发 射 到 到 达 骨 标 行星 的 飞行 时 间 我 们 可 以 
采用 分 段 计算 . 当 火 第 运动 处 于 第 一 和 第 三 阶段 时 由 于 它 的 运动 
轨道 是 一 条 双 曲 线 , 因 此 应 当 采 用 (9.7) 式 来 计算 出 这 二 个 阶段 的 
飞行 时 间 Ал 和 An; 当 火箭 运动 处 于 第 二 阶段 时 需要 根据 它 运动 
的 轨道 类 型 分 别 采用 (9.4) 、(9.7) 或 者 (9.19) 式 计算 出 过 滤 阶 段 的 
飞行 时 间 Ap， 总 的 飞行 时 间 应 当 是 Ar 一 Ar + Ar, + An. 








$5 最 小 能 量 轨 道 


在 本 章 $2 和 64 中 ,我 们 已 经 介绍 了 这 样 一 种 过 渡 轴 道 ;在 
好 月 空间 飞行 中 ,以 地 球 为 近地点 ,月 球 为 远地点 的 柄 加 轨道 作为 
过 渡 轨 道 ;在 行星 际 空间 飞行 中 ,以 地 球 为 近日 点 (如 果 向 内 行星 
发 射 则 为 远 日 点 ) 目 标 行星 为 远 日 点 (如 果 向 内 行星 发 射 则 为 近日 
点 ) 的 稍 贺 轨道 作为 过 渡 轨 道 。 火 箭 沿 着 这 种 过 渡 轨 道 飞行 所 需 
要 的 能 量 最 少 ， 它 被 称 为 最 小 能 量 轨 道 。 由 于 这 种 轨道 分 别 与 男 
网 地 球 和 目标 天 体 附近 运动 的 驻 留 各 道 相 切 ， 因 此 又 称 为 双 切 轨 
道 。 最 小 能 最 轨道 最 早 是 由 霍 曼 (Hohmann) 在 1925 年 据 出 来 的 ， 
НЕН ВОЙ. 

利用 (9.55) 和 (9.53) 或 者 (9.54) 式 可 以 得 到 行星 际 火箭 治 着 
最 小 能 量 轨 道 飞 向 各 大 行星 时 ,过 渡 轨 道 的 半 长 径 和 信心 率 . 

当 行星 际 火箭 治 着 最 小 能 最 委 道 飞行 时 ， 从 地 球 飞 到 目标 行 
星 所 需要 的 飞行 时 间 正好 是 火 简 沿 着 这 个 补 加 轨道 运动 的 轨道 站 
期 的 一 尝 。 利 用 (9.55) 式 可 得 火 入 在 过 渡 轨 道上 的 飞行 时 间 是 

„= [ка |. (9.64) 


对 于 需要 回收 的 行星 际 火 稍 。 当 火箭 到 过 目标 行星 后 并 不 是 


#4497. 





在 任何 时 间 可 以 没 着 最 小 能 量 轨道 返回 地 球 的 ， 它 必 须 选 择 合适 

的 时 向 使 得 火箭 返回 到 地 球 轨道 时 正好 与 地 球 相遇 ， 这 样 才能 完 

成 火 科 回收 的 使 命 。 从 到 达 目 标 行星 到 可 以 返回 的 这 毁 时 间 称 为 
等 待 时 间 , 用 tw 来 表示 ， 下 面 来 计算 至 少 需要 等 待 的 时 间 ， 

P: 首先 讨论 向 外 行星 发 射 行星 际 

ЖЛЕ. 
如 图 9-6 所 示 。 当 火箭 从 地 球 
P, 飞行 到 目标 行星 位 置 时 ,假设 


69 这 时 地 球 运动 到 目标 行星 前 面 与 它 














的 日 心 张 角 为 a(0 <a < „РИ 
置 . 根据 轨道 的 对 称 原理 只 有 当地 
球 运动 到 相对 于 目标 行星 后 面 与 它 
的 日 心 张 角 仍 是 a 的 РГ 位 置 时 , 火 
图 9-6 _ 箭 从 目标 行星 返回 时 才能 在 图 
中 ,位 置 与 地 球 相 过 。 若 入 分 别 表示 地 球 和 目标 行星 的 平 
均 运动 (m > 刀 )， 则 地 球 相对 于 目标 行星 前 进 的 运动 角速度 为 
m — т. 这样 要 使 地 球 相对 于 目标 行星 从 位 置 P; 前 进 到 Р/ ӨШ 
要 等 待 的 时 间 尾 : 
2928, | (9.65) 
m —т 
ЗК Р, 飞行 到 所 需要 的 时 间 是 п, ЗЫ И (9.64) 式 
求 出 ， 由 图 9-6 可 以 看 出 在 这 眉 时 间 内 地 球 围绕 太阳 转 过 的 角度 
OR P, FJ Pi), 应当 是 2hx s Holk = 0,1,25 ) 故 有 : 
nir = ka я о. (9.66) 
将 (9.66) RRA (9.65) 式 后 可 得 火箭 在 目标 行星 上 人 需 归 等 竺 
的 时 间 是 : 
=ч (年 ) (ов 
其 中 天 一 0、1， 2, ee ‚ВЖЕ. 使 其 满足 不 等 式 
nicki. АМЕ „> 0， 而 且 得 到 的 是 至 少 需要 等 待 


Ы 





的 时 间 . R. 

шах нр KAA B P 
FTE P, 时, 地球 运 动 到 的 位 置 ; 
是 在 目标 行星 的 后 面 。 如 图 9-7 所 
Ж. 设 它 与 目标 行星 的 地 心 张 角 是 J> 
а(0 <a 二 <), 同样 利用 轨道 对 称 让 
原理 ， 只 有 当地 球 运动 到 相对 于 目 
标 行星 前 面 与 它 的 昌 心 张 角 仍 是 < 
的 Pr 位置 时 , 火 第 从 目标 行星 P 返 
回 时 , 才能 在 只 处 与 地 球 相遇 。 由 aa 
9-7 可 以 得 到 这 时 要 使 地 球 柜 对 
于 目标 行星 从 位 置 .移动 到 P' 所 需要 等 待 的 时 间 是 : 


Гы 





š (9.68) 
m — m 
火箭 从 号 飞行 到 P 的 时 间 是 r. 在 这 段 时 间 内 地 球 围绕 太 
ТЕТИВЕ СЫ, Р, Ж] P) 应 当 是 26а Ня —a,(k = 0,1,2,- +. 
Юй: 
го nir = lkr + z — a, (9.69) 
”将 (9.69) RA (9.68)55J Ө ЫА k ЧЕ В МТ E Е 

待 的 时 间 是 : | 
„= чыз», CE) (8.70) 


Др k= 0,1,2, e „Вн бео 
ин-т < <н +7. 这 时 有 „> 0， 而 且 得 到 的 是 至 少 适 





要 等 待 的 时 间 . 

下 面 讨论 向 内 行星 发 射 行星 际 火箭 的 情形 。 

如 图 9-8 所 示 ， 当 火箭 从 地 球 部 飞行 到 目标 行星 总 位 置 时 ， 
这 时 让 于 地 球 运动 角速度 比较 小 ， 它 只 可 能 运动 到 目标 行星 后 面 
与 它 的 日 心 张 角 为 (0 << < а) ЙОР, б. ШИНЫ К 


re 








网 9-8 


БИЯК, ORBAN ERE ENT SID) Н ty R 5 p Et a fJ P fr 
Wi, k W MB Р, 返回 时 才能 在 己 ЭКЕИ Н. Ж n, 和 
m ВАН ЕРИ ЕЛЕЕ (这 时 n, <m) 则 地 球 
相对 于 目标 行星 后 退 的 运动 角速度 为 m 一 m. 这 样 要 使 地 球 相 
对 于 目标 行星 从 图 9-8 中 的 位 置 Pi 后 退 到 位 置 P 所 需要 等 待 的 
时 间 是 : 
: „- ==, ` (ол) 

ИРЕ ОКЫ. Р, ATEJP, 时 间 是 эт. ZEX BERIS # ШЇ 85 
大 阳 转 过 的 角度 《从 Р, Ж Р) 应 当 是 x 一 =《 由 于 地 球 运动 角 速 
度 比较 小 , 它 转 过 的 角度 应 小 于 = )。 故 有 : 





ти = x — a, (9.72) 
将 (9.72) 式 代入 (9.71) 式 后 ， 可 得 向 内 行星 发 射 行星 际 火 第 
时 , 它 在 内 行星 上 需要 等 待 的 时 间 是 :, 
w=, (9.73) 
тъ — 1 


行星 际 火 短 沿 着 最 小 能 量 轨 道 从 地 球 飞行 到 目标 行星 ， 然 后 
再 沿 闭 最 小 能 量 轨 道 返回 到 好 球 上 的 总 共 需 要 的 时 间 应 当 是 : 

T = 2r + м. (9.74) 

21869.64) ‚(9,67)8й@ (8.70) .C9.73) 和 《9.74) 式 可 以 计算 出 


1e 


向 太阳 系 各 大 行星 飞行 所 需 蛮 的 各 种 时 间 , 它 们 列 于 表 9-6 中 . 由 
Ж 9-6 可 以 看 出 : 除了 人 金星 和 火星 外 ,在 向 其 它 大 行星 ,特别 是 越 
往外 的 大 行星 发 射 行星 际 火 箭 时 ， 往 返 所 需要 的 时 间 工 中 占 主要 
部 分 的 是 在 过 渡 扫 道上 飞行 的 时 间 *。 因 此 要 节省 往返 飞行 时 间 
的 关键 是 编 短 在 过 湾 轨 道上 的 飞行 时 间 -。 


表 9-6 ЖТИ Шани 















mua sa ж ИННА ВЧ, 
Я {тит | МЫ Ту Тот FT | 道 飞行 时 间 
天 文 单位 | 《年 《年 ) ` 《年 ) tp Ср) 

Ж 8 | 0.6935 0.4119 0.289 0.183 0.761 

Ф x| 0.867 | 0.1606 | 0.400 1.278 2.078 

K 星 | 1.2618 | 0.2075 5.709 1.242 2.660 0.1913 
木 m| 3.0 | 0.076 | 2.731 | 0.588 6.050 1.108 
土星 | 5.2694 | 0.8102 | 6.048 | 0.93? 13.03 2.530 

天 王 星 | 10.091 | 0.9509 | 16.04 0.932 301 ,| 6.776 
HEM | 15.529 | 0.9356 | 30.62 0.766 | 62.01 12.965 






20.219 45.47 0.061 91.00 


另外 ,由 表 9-6 还 可 以 看 到 : 在 向 土星 天王 星 尤 其 是 向 海王 
星 和 迫 王 星 用 最 小 能 量 轨 道 飞行 时 ,往返 所 需要 的 时 间 太 长 了 ,这 
显然 是 不 现实 的 、 这 时 往往 采用 另外 一 些 过 渡 轨 道 ， 例 如 用 抛物 
线 轨道 作为 过 渡 扫 道 . 由 表 9-5 可 以 看 出 只 要 适当 增加 一 些 初始 
发 射 速度 ,特别 是 对 于 较 外 的 行星 仅仅 只 要 增加 一 点 点 速度 (所 要 
增加 的 速度 见 玫 9-5 中 最 后 一 列 ) 使 得 行星 际 火箭 沿 着 抛物 线 轨 


道 飞行 ,就 能 大 大 缩短 飞行 时 间 。 | 
从 (9.19) 式 可 以 得 到 行星 际 火 第 用 抛物 线 轨道 作为 过 注 轨 道 
时 从 地 球 到 自 标 行星 所 需要 的 飞行 时 间 是 : ко 
Жу: EER w EN 
ip = 756 1) г. +2). . 《年 ) (9.75) 


其 中 a, 和 a 分 别 为 地 球 和 目标 行星 与 太阳 的 平均 路 离 ,由 于 
ЗАЛА НЕЕ Е Я ЛЕРА И ИНЫХ АН = >1. 


利用 《9.75) 式 可 以 计算 出 向 太 阻 系 名 个 外 行星 用 抛物 线 轨 道 
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作为 过 湾 执 道 所 顺 要 的 飞行 时 间 ,它们 也 列 于 未 9-6 中 .由 表 9-6 
可 以 看 出 在 沿 土 星 .天 王 星 ,特别 是 向 海王 显 和 守 王 星 飞行 时 ， 采 
用 抛物 线 雪 道 或 者 双 弗 线 轨道 作为 过 湾 执 道 还 是 比较 合适 的 事 
实 上 ， 目 前 向 外 行星 特别 是 向 较 远 的 行星 发 射 行星 际 火 秒 所 采用 
的 过 渡 轨 道 绝 人 多 数 是 这 种 类 型 的 雪 道 例如 从 才 9-3 TURR. 
“旅行 者 2 号 "就 是 差不多 沿 着 一 条 抛物 线 雪 道 飞 向 各 大 行星 和 但 
星际 空间 的 . РЕ 





АУ» 


图 9-9 


在 发 射 的 行星 际 探测 器 中 ,有 些 是 人 造 行星 卫星 ， 例 如 表 9-3 
中 所 列 的 “火星 2 号 "和 “金星 9 号 等. 为 了 充分 刺 用 地 球 送 动 如 
BE, 如 图 9-9 所 示 ， 在 4 处 给 行星 际 火 箭 加 速 使 它 从 以 a, 为 半径 
的 加 轨道 变 为 向 目标 行星 飞行 的 最 小 能 重 轨 道 ， 当 火 第 沿 着 这 个 
过 湾 执 道 飞行 到 也 处 时 再 给 它 加 速 使 它 从 最 小 能 量 轨道 变 为 以 
а, ЕНЕН. Жатан аўта 
动 成 为 它 的 卫星 . 设 Av, 和 Avs 分 别 表 示 在 4 和 8B 处 需要 增 
加 的 速度 ，、 因 此 要 想 沿 着 地 球 轨道 运动 过 渡 到 沿 着 目标 行 是 轨道 
运动 而 成 为 目标 行星 卫星 所 需要 增加 的 速度 《 它 相 当 于 要 增加 内 
能 量 ) 是 : 
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Е = де, + Дов, А 7 (9.76) 
利用 二 体 问题 中 的 活力 公式 可 得 : 
A. 一 [см (2 a +° Е (м)? . от 


ди» = (бм. гү" —[вм(2®— 1)“. (9.78) 
О SIRIN: 
1⁄2 а.а Үү? 

E= (E шр —1] 
+С) е» 


如 果 采 用 理论 单位 制 , 并 且 在 地 球 上 发 射 的 话 则 《9.79) 式 化 


Ж 
к(кы ш (тее. 


(9.80) 

由 (9.80) 式 可 以 看 出 火 和 能 所 需要 增加 的 速度 或 者 能 量 直接 与 

行星 的 轨道 半径 m 有 关 。 但 是 它们 之 间 并 不 是 呈 单 调 增 函数 关 

系 ,这 说 明 向 越 外 的 大 行星 发 射 火 入 所 消耗 的 能 量 不 一 定 就 越 大 ， 

显然 当 а. оо 时 ， 由 (9.80》 式 可 得 这 时 的 E 一 V2 一 1 = 

0.4142， 它 相当 于 在 地 球 轨道 处 从 圆 轨道 变 为 能 够 脱离 太阳 系 的 
анон биа Кад 


ШЕ е — 0, 可 以 求 出 它 的 极 值 . 根据 这 个 条 件 ， 由 (9:80) 


式 不 难 推出 ; А 
в}— 150 — 9a, — 1 = 0, 981) 

(9.81) 式 是 os 的 三 次 方程 、 它 的 系数 只 变 号 一 次 ;, ШЕШЕ 

尔 (Descartes) 符 号 律 ， 方程 (9.81) 只 有 一 个 正 根 。 利 用 数值 方法 
可 以 算出 这 个 正 根 是 a, 一 15.582; 由 《9.80) 式 可 以 得 到 : жо 一 
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ТВ = 0; а> 1 bP Ё>0, ИЙ а, - 15.582 是 E 的 极 大 

值 ,这 时 的 5 一 0.5363。 伊 里 克 (Ebricke) 在 1962 年 就 得 到 了 这 

,个 结果 。 这 个 结果 说 明 当 о, > 15.582 №, ХИН 
而 会 减少 .因此 利用 这 种 轨道 作为 过 渡 轨 道 的 话 ,向 海王 星 (a, 一 

30.058) 和 冥王 插 (os 一 39.439) 发 射 行星 际 火箭 比 向 天 王 星 (a, 一 

19.182) 发 射 行 皇 际 火箭 更 为 节省 燃料 。 
另外 由 (9.80) 式 还 可 以 得 到 当 а,— 3.305 в, Е242 1, 
将 纪 与 的 关系 可 以 绘 成 图 9-1 10, i 





1 3.305 15.582 а 


图 9-10 


` hi 9-10 可 以 看 出， №4 а> 3.305 hf E > W 2 一 1, 它 说 明 
MERKE 一 5.203) 和 更 外 的 行星 发 射 行星 际 火 第 时 ,如 果 采 
用 双 切 轨道 作 冷 过 渡 轨 道 的 话 比 发 射 脱 离 太阳系 的 火 入 所 需要 的 
燃料 更 多 些 , 因 此 这 种 "最 小 能 量 轨 道 "实际 上 并 不 是 最 经 济 的 . 

对 于 轨道 半径 之 比 是 а/о, > 3.305 的 二 个 行星 之 间 的 轨道 
过 渡 、 伊 里 克 等 建议 可 以 采用 双 实 圆 过 渡 执 道 来 代替 最 小 能 量 急 
道 ， 这 样 更 节省 燃料 。 如 图 9-11 所 示 。 在 趟 处 给 火箭 增加 速度 
Ari 使 它 沿 着 一 个 远 日 距离 比 ЕКЕНИНЕ. SKE 
ZANE Н A С 处 再 增加 速度 Av:， 使 它 沿 着 一 个 更 大 的 椭圆 运动 
ЗЕРЕН лоз ТЕКЕ РЕ а :的 全 轨道 
运动 , 完成 轨道 过 渡 。 只 要 双 补 图 轨道 的 远 日 距离 与 a 之 比 大 于 
或 者 等 于 15.582 的 话 , 采用 这 样 的 过 渡 轨 道 会 比 最 小 能 量 执 道 更 
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5ай. ИННА ИННЫ. 





Bg. 9-11 


56 ниж 


ЖЕ А ЕПН в раза, ЖИ ЛЕШЕ БЕ ЭНЕЗИ R 
PRR НН ВИНЕ ЛУННАЯ, 
道 称 为 驻 留 轨道 . .对 于 一 些 需 要 回收 和 返回 的 火箭 ,如果 将 一 些 
在 返回 申 要 用 的 燃料 等 贮存 在 驻 留 轨道 上 以 备 返回 时 到 用 这 样 
可 以 大 大 地 节省 字 害 飞行 中 所 需要 的 燃料 .美国 附 波 蜀 登 月 飞行 
中 就 采用 了 这 种 方案 . 

在 图 9-1? 中 ， 设 P, AP, 分 别 是 地 球 各 目标 行星 围绕 着 
P, Я РЕБЕ УОН ВОН. ТУНКАТ P, Wa) Р, 
渡 轨 道 是 采用 最 小 能 量 轨道 .行星 际 火箭 从 地 面 土 起 飞 到 目标 行 
显 着 陆 然后 再 返回 到 好 面 上 的 整个 飞行 过 程 可 以 分 为 下 列 几 步 来 
ха. | 

C1). 由 中 发射 到 图 中 4 处 , 在 这 里 行星 际 火箭 进入 地 球 附近 
的 驻 留 轨道 . 

G: 2). ЛИВЕН ВОВЕ ВА. 
"45. 
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图 9-12 


这 个 过 渡 轨 道 飞 行 到 Р, БЕЗЕ LEA С 处 再 转变 为 网 轨道 ,这 
个 贺 轨 洲 是 自 标 行星 附 过 的 驻 留 雪 道 。 

(4). 火 简 沿 着 驻 留 轨道 滑行 到 图 中 处 。 

(5) 火箭 脱离 驻 留 轨道 并 且 在 且 标 行星 P, 处 着 陆 . 

当 行星 际 火 箭 返 回 时 ,过程 正 好 相反 。 火 箭 从 目标 行星 P 起 
飞 到 巨 处 进入 驻 留 轨道 ; 火箭 洛 着 驻 留 妆 道 滑行 到 E 处 ,再 沿 着 过 
渡 轨 道 飞 回 G 处 ; 火 稍 再 沿 着 驻 留 轨 道 滑行 到 九 处 ,然后 降落 到 地 
HP. 行星 际 火箭 在 这 样 往返 飞行 过 程 中 各 种 轨道 之 间 转 换 所 需 
要 增加 的 速度 列 在 表 9-7 中 。 

由 于 行星 际 火箭 从 目标 行星 P, 返回 地 球 P. 的 飞行 过 程 正好 
与 从 P 飞 讽 忆 的 飞行 过 程 相反 ， 因 此 我 们 可 以 认为 在 表 9-7 中 
有 : 

0а = 9н, 0р = 9 |. (9.82) 


pc = Vp, Va =” Vo 


nad, ими, (9.83), 


жэт 行星 际 空间 飞行 中 各 阶段 所 楼 增 加 

















的 速度 和 火箭 的 剩余 质量 
чова wam" 说 m хий» 
Зо. £ 
РА | otoa ja 使 类 入 到 达 4; va 使 它 注入 国 绕 Р, ИНН]. та 
. + 1%. -- i 
AB} о 滑行 3 留 下 质量 为 mar RAPS, та так 
ВЭС | w+ sc | ХИВА НОЗИ: vc 再 使 它 变 为 | me 
ш Р, ЖЗИ. © 
62| о ЕЖЕ» mer BRNS, me — mcr 
D*P,] op + ma ор ЖИВИ: о, ФЕН. m 
РЕ | útes |0 KREGS E; eg ЕЖА Р, ЮЕ] ms 
t. 
E>P nt ТОЖ mer тв + тск 
F+G| vetoo [рк ЕЛНАЗ И, оо ВЕРЕЯ то 
图 绕 P, МАМ. 
G+>H| 0 ТУВЕ} mar та + mar 
НУР, | onto, үн ВОКТ ОЦ: e; жена, m, 
Т, 0462835183 К. AR EREE 
运动 过 程 不 难得 到 火箭 在 无 外 力作 用 《〈 即 齐 奥 尔 柯 夫 斯 基 第 一 问 


题 ) 下 消耗 的 燃料 与 增加 的 速度 之 间 的 关系 是 :. 
М 


Z= = expr, (9.84) 
其 中 Mo төзи калеа rau, ?是 以 
火 贡 的 排 气 速度 为 单位 的 火 稍 相 应 增加 的 速度 — 
319. (9.84) 式 中 的 功 表 示 行星 际 火 第 沿 着 上 述 轨 道 从 地 球 飞 
到 目标 行星 后 再 返回 到 地 球 时 的 质量 , 则 利用 (9.82) 和 (9.83) 式 可 
得 (9.84) 式 中 的 速度 ”应 当 是 : I 


p = 2(r, + r, + ts + zc + vp + n). (9.85) 
ЖФ х Ç 
U, =v, + r, 
U, = s ve ua (9.86) 
` U, = x +m, 
则 (9.84) 式 化 为 


э-б?, 


Mo 一 Sp (2U, + 20, + 20), (9.87) 
т 


(9.87) 式 所 得 到 的 Mo 就 是 沿 着 这 种 轨道 返回 到 地 球 上 质 
量 还 剩 玫 时 火箭 在 初始 时 刻 应 当 具有 的 质量 ， 由 于 m < Ms, 因 此 
相应 所 需要 的 燃料 是 Mo 一 т = Mo 

为 了 节省 燃料 ， 我 们 可 以 采取 这 样 的 飞行 方案 ; 当 行星 际 火 
箭 从 4 滑行 到 B 的 过 程 中 , 在 围绕 着 P 的 驻 留 轨道 上 留 下 作为 火 
第 从 互 返回 到 地 球 P, 所 需要 的 燃料 mi ТЕКИС 
行 到 DD 的 过 程 中 , 在 围绕 着 P, 的 驻 留 轨道 上 留 下 作为 火 季 从 F 返 
回 到 G 所 需要 的 燃料 mcg。 在 这 种 方案 中 ,各 个 飞行 阶段 结束 时 
火 篆 剩余 的 质量 列 在 表 Э-7 的 最 后 一 列 。 假 设 这 时 行星 际 火箭 的 
初始 质量 是 mo， 则 由 (9.84) 式 有 : 


To ~ expo + v4) ~ expU, у 
m, 


m, 一 m 1 
Meo = =» +o) = ерд, |. (988) 


ge MR ma exp(vp + m) = expU, 
和 


Mh ч exp(u; + ов) = expU, 1 


me 
+ 
TE O m p (ortve) = ерй, (989) 
Me Loma 一 exp(vytvi) = expU, 
或 者 是 
тс 一 mexpU, — так 
ms 一 maexpU, — mer Ps (9.90) 


m 一 msexp Us , 
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тс = mcp, + mer 
т, = теехрИ: ma |. (9.915 
m == m exp U, 
设 行星 际 火箭 外 壳 和 密封 衣 的 质量 为 m。 假 定 火 第 在 返回 过 
程 中 ， 从 围绕 P, 各 PP 的 驻 留 轨道 上 取 回 质量 为 m z 和 mag КИЙ 
料 时 ,火箭 上 原 有 的 燃料 已 经 用 尽 , 则 有 


те == то == m == m, (9.92) 
车 以 mw 为 质量 单位 ,利用 (9.90) 的 前 二 式 和 (9.92) 式 可 得 : 
—=pU,—1 ) (9.93) 
mer = expU, 一 上 


将 (9.90) 的 第 三 式 ,(9.927 和 (9.93) 式 代入 (9.91) 式 局, 可 得 采 


用 这 种 飞行 方案 时 火箭 的 初始 质量 是 : 
то = ([exp(2U,) + mcrlexp U, + m az] exp U, 
= ([exp(2U,) + exp U, — 1]exp U, + exp U, 
= l}expU,. (9.94) 
但 是 ,从 (9.87) 式 得 到 : | 
Ма = exp QU, + 20, + 2U,), (9.95) 


由 (9.94) 和 (9.95) 式 可 得 这 二 种 飞行 方案 火箭 的 初始 质量 之 
Е»: x 

Mo _ exp(U, + 2U, + 2U.) , 

то 700) + exp Ü, — Пехр U, + exp U, — 1" 

' (9.96) 

тии ө ан, 下 面 举 一 个 例子 。 在 地 球 一 火 
星 一 地 球 的 飞行 中 ， 假设 行星 际 火 箭 的 排 气 速 度 是 2.5 公里 / 秒 ， 
采用 的 驻 禄 轨道 是 离开 地 球 和 火星 表面 高 度 为 460 公 里 的 贺 轨 
18. 首先 利用 (9.86) 式 求 出 Un U, 和 0,，、 然 后 再 利用 (9.94》、 
《9.95) 和 (9.96) 式 计算 т, Мо 和 Mo/ m. 

UV 一 十 ws。 它 表 示 将 行星 激 火 箭 从 地 球 表面 送 到 离开 地 
18125 460 公里 高 度 并 且 在 围绕 地 球 的 驻 留 轨道 上 作 园 运动 所 需要 
的 速度 ， 如 果 取 地 球 赤 道 半 径 为 6378 公里 ， 则 U АВ 
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为 6378 + 460 公里 处 的 围绕 地 球 作 图 运动 的 环绕 速记 .显然 有 
U, = 7635 公里 /种 。 《9.97) 
U, = vo + w = s; + 和， 它 表 示 行 星际 火箭 从 火星 表面 送 
到 离开 它 为 460 公里 高 庆 处 并 且 在 围绕 火星 的 驻 留 轨道 上 作 回 运 
动 所 需要 的 速度 .如 果 到 火星 的 赤道 半径 为 3395 公里 ， 则 U, 就 
是 距离 火星 质心 为 3395 + 460 зьн вина оза 
ай, Eit 
U, = 3.334 М Ф. (9.98) 
U, = wx Босоо, Жип vs АВК М ЖЫЙ 
的 驻 留 轨道 变 为 向 火星 飞行 的 日 心 过 渡 轨 道 《 相 对 于 地 球 是 双 曲 
线 轨 道 ) 所 需要 增加 的 速度 vr 是 火箭 从 围绕 火 齐 的 驻 留 轨道 变 
为 向 地 球 返回 的 日 心 过 湾 钒 道 (相对 于 火星 也 是 双 曲 线 雏 道 ) 所 天 
要 增加 的 速度 。 
利用 表 9-5， 不 难 算出 
vs — [(V 2 — 1) X 7.635 +0. 396] 公 里 / 秒 一 3.559 公 里 / 秒 ， 
` (9.99) 
对 于 vs 可 以 采用 与 计算 vs 相 类 似 的 方法 , 设 A, 是 行星 际 
火箭 在 向 地 球 返 回 时 ， 赔 离 火 星 外 作用 范围 后 还 能 够 沿 着 最 小 能 
最 轨道 到 达 地 球 所 需要 增加 的 速度 , ЕН (9.58) 式 可 得 火箭 在 脱离 
火星 外 作用 范围 后 的 剩余 速度 是 : 


二 p= + ди, (2%, + aro)” š (9.100) 
P 














其 中 好 和 心 是 火星 的 质量 和 外 作用 范围 半 和 从 ,由 表 924 可 取 w 一 
{27 x 10 公里 ; v EBE Si 460 公里 高 度 处 脱离 火星 的 逃 
RRE „ШОН о. 一 МО? U:. 

ини ЫА АСАН 
反 过 程 ， 由 于 地 球根 对 于 火 时 来 说 是 它 的 内 行星 ， 因 此 应 当 利 用 
《9.63) 式 来 求 剩余 速度 , 但 是 要 将 其 中 的 a, 和 04 互 换 一 下 ， 这 时 
可 得 火 生 能 够 返回 地 球 所 必须 具有 的 剩余 速度 是 ; 
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其 中 MX 为 太阳 质量 ， а 和 а, 分 别 是 地 球 和 火星 的 轨道 半径 。 
| ЕТНО SUB SKU АХ лоту, НИЕ 
v = 2.657 公里 / 秒 。 (9.102) 
ЕС кы 
| 一 (V2 — DU, + Aw. 
或 老 是 
ve + Ü, = v, + Aw, (9.103) 
‚®©- 100) 和 《9.103) 式 不 难得 到 : 
{= + UY + vw Gm je. 
或 者 是 
— t., (9.104) 





¿= (=+ 21 26" у 


е 
309.98) 109.102) т’, p 的 数值 代 人 (9.104) 式 后 ,可 
得 : 


ә, 一 2.072 公里 /种 。 (9.105) 
由 (9.99) 和 (9.105) 式 可 得 ; 
U, = 5.631 А/Я. (9.106) 


АА HETER 2.5 на арз НАУ, ДПЕ (9.97), 
(9.98) 和 和 (9.106) 式 算出 
U, = 3.054, U, = 2.252, U, = 1.334, (9.107) 
将 (9.107) 式 代 人 (9.94) 《9.95) 和 (9.96) 式 后 可 得 : 
то 一 5061, Мо = 588187, Mo/m = 115.2 (9.108) 
如 果 将 火箭 的 排 气 速度 增加 一 倍 即 为 5.0 公里 / 秒 的 话 , 这 时 
U, = 1.527, И, = 1.126, U, 一 0.667， 则 相应 有 
= 100.1, Мо = 766.6, Мо/ть = 7.658, (9.109) 
从 《9.108) 和 《9.109) 式 可 以 看 到 : 如 果 将 返回 时 要 用 的 燃料 
等 分 别 贮存 在 围绕 地 球 和 旦 标 行星 的 诗 留 轨道 上 ，、 则 能 够 大 大 节 
ЖИВ ,特别 是 对 于 火箭 的 排 气 速度 比较 低 的 情况 .但 是 ,火箭 的 
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排 气 速度 越 大 „Хх ЖЕЛТ REBHA ERED. 

` 在 现代 宇宙 飞行 中 、 为 了 节省 浴 料 通常 利用 多 级 火 稍 。 对 于 
多 级 火箭 采用 这 种 方案 也 能 够 大 大 节省 浴 料 ， 因 为 同样 可 以 把 暂 
时 不 需要 的 燃料 等 巡 存 在 驻 留 轨 道上 。 这 种 飞行 方案 固然 可 以 节 
省 燃料 ， 但 是 具体 实现 起 来 在 技术 上 也 有 一 定 的 困难 。 当 行星 际 
火箭 在 返回 途中 要 从 驻 留 轨道 上 取 回 燃料 等 时 。 必须 要 采用 会 合 
技术 .为 了 要 实现 字 宙 飞船 的 这 种 对 锐 技 术 必 须要 合理 设计 和 精 
确 计算 它 的 轨道 .1969 年 1 月 16 日 苏联 发 射 的 联盟 4 ©; (Союз-4) 
和 联盟 5 号 (Союз-5) 首先 实现 空间 对 接 技 术 。， 飞 船 在 对 接 以 后 ， 
二 名 字 航 员 从 联盟 5 号 移 乘 到 联盟 4 号 舱 内 .后 来 在 登 月 飞行 中 ， 
美国 发 射 的 阿波 罗 飞 船 以 及 美 苏 合 作 进 行 的 阿波 罗 -联盟 联合 K 
行 中 都 实现 了 这 种 空间 对 撑 技 术 。 
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